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CHAPITRE I. 

niVrEUMlN VT1ON DKS r. L1O1)1 : :S[O LIKS mil LA Mf'TUOOE DK JACOUI. 

Surfaces cle revolution; ligncs gcodc-iiques -- Kquatiou dc ClaivauL Determi- 
nation tics surfaces pouv lesquclles les ijeodcMques sout i;eneralemcnl lerinecsi; 
ccllcs flc ces Mirlaccs qui ont un uqualeur soul applicables suv la bphere. 
GeodesKjues des surface 1 -, dont TelcnicuL lineaire esl niducliblc a la forme 
eludiee par M. Liouvillc 

d$* - (U - Vji Uf du*-t-Vldv*>. 

Korine guoinulriquc quc Ton petit tlonncr i rinte^rule premiere Premiere 
application an plan ct a la sphere. Geotlubiqucs de 1'ullipboulc . Icur dibcus- 
sion sommairc et Icur division en trois cspeccs. Propositions ^eometnque^ 
sc rapportant a relemenL lineairc dc Liouvillc. coniqueb geodesiqucs is<>- 
thermes; families dc courbes qui peuvcnt etre rcgarclccs de deux manieres dil- 
ferentes com me formecs cle coniqucs geodusiquea. Extension de divers llieo- 
remes de Graves et dc M. Chasle*. 



578. Nous avons vu [II, p. 4 a ] c { uc s ^ I'tU^mem lineaire d'uno 
surface csl doane sous ssi forme la plus ^cncrale 

( i ) ds* -~ E da- -i- 2 F da dv -r- G t/P 2 , 

la delcrmi nation des IJgncs ^eodesiques dc la surface se ramene a 
D. III. i 



2 LIVRE VI. CIIAPITRE I. 

celle d'une solution, contenantune constante arbitraire G, de l't>- 
quation 

( 2 ) A6 = Q ^ l 

ou p et q designent, selon Tusage, les derivees parliclles ^ 
Alors Tequation generale d'une ligne g^odesique sera 



C' designant une nouvelle constante; et, en chaque point de wile 
ligne, on aura 

(4) /5 = E ^ + F$ > ?=: F^-HG^, 

VH; ; & ds ' ^ ^ 

les differentielles rfw, c/t^, ^ se rapportant a un displacement sxir 
la ligne g^od^sique. 

579. Une solution 8 satisfaisant a la condition que nous venous 
d'indiquer s'obtient presque imnK-idiatenicnt dans quchjucs ras 
simples, que nous allons etudier en premier lien. 

Supposons d'abord que E, F, G dependent de la soulo variable // ; 
auquel cas, on le reconnait aisemenl, 1'eJemcnl linraint (i) <*on- 
vient a une surface applicable sur une surface do revolution. On 
pourra prendre alors 



G designant une constante; et 1'equation () fcra connoitre c j 'i // >, 
d'o^ Ton deduira par une quadrature la Ibnction 'f(//} 45t^ par 
suite, la fonction 6. On trouve ainsi 



etil suffira de porter cette valeur de 6 dans rcqualiou (.'{) pour 
obtenir liquation generale des lignes 



580. Consid^rons, par example, une surface de revolution <tont 
Pdement lin^aire soit donne sous la forme 
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ou / est une fonclion de a] it designera Tare da meridien complc 
a partir d'une origine fixe et / le rayon du parallele passant par le 
point de coordonnees u : r. Oa aura ici, en mcttant a an lieu 
de C, 

/ flu 

(G) o = ar-H /vVa rt^, 

et liquation generate des geodesiques sera 

du 



/du . 

. _JL H- a , 
///* 



avec les deux conslantcs arbitraires a ct <?'. 
Inequation different! die du premier ordro 

j a d" 

(8) dv - 

V /- v //.a.a 

dcs ligncs ^eodesujues (jui corresporiclcnL a la mfimc valour <le 
pent se me lire sous la forme rU'ii'a 

(9) rsincu 



(0 desig'nant 1'angle que fail en (ihtHjue point la ligne gcodosiquo 
avce le ineridieude la surface, (^elte (htrnierc rclalion, <jui esl due 
a Clairaut ot (jui est tres utile pour la discussion, n'esl <l'aill<urs 
qu'une consc([uenc<% du theoreiue des moments lorsqu'on regarde 
la ligne g6odesique comme la trajectoire d'un pouil (jui n'cst 
soumis t\ auoune force. 

II resulte immediaternenl do la formule(7) quo loulos los goodt^ 
siques ([iii correspondent a la niftine valour de a <;l a <l<\s valours 
diiFerentt k s de <t sont l<is d!l!V k rontos positions <jm prend Tune 
d'elliis en tournanl autour de 1'axo. Lcs trajectoires orthogonalcs 
de ces dilUSrentes positions s'obticnnent on egalant a une con- 
stante la fonclion dolinio par Tocjuatioti (<)) 

Sous Tune ou 1'autre de ses formes (8) ou (<))> I'inl^ralo pro- 
mi6re admot une solution sinyulirre ([u*!! faudru ovidemmont 
rejeter. En faisanl, par example, 

dn -. o, r -- , 
on obliendrait un parallele quelcontjue de la surface. Or il est 
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evident a priori qu'un parallele ne pent devenir une ligne geode- 
sique que dans le cas ou son plan coupe la surface i\ angle droit, 
le rayon du parallele passant alors, en general, par un maximum 
ou un minimum* 

581. Sans nous arrter a expliquer comment s'cst introduite 
cette solution etrangere, nous remarquerons que les equations (8) 
et (9) rendent possible une discussion generate de la ligne geocle- 
sique. On verra aisment que, si le meridien a des branches In- 
finies, il y a des lignes geodesiques qui s'etendent clles-memes u 
rinfini. Elles deviennent ge"ne*raleinent asymptotes a une section 
plane parallele a Taxe; mais elles peuvent aussi tourner in<lfini- 
ment autour de cet axe, comme il arrive dans le cylinclre et dans 
le paraboloi'de de revolution. S'il y a sur la surface un paralUMe 
minimum, il y aura ge"ne"ralement des lignes geodesiques se rappro- 
chant ind&finiment de ce parallele, sans jamais se confondre avee 
lui. C'est ce qui a lieu pour Fhyperboloi'de de revolution ( ! ). I )ans 
ce qui va suivre, nous nous contenterons d'examincrle cas parli- 
culierement inleressant ou la surface admet un parallele maximum, 
et nous allons montrer qu'il existe une infinite de lignes geode- 
siques dontle cours se deroule tout entier dans la zone qui eon- 
tient ce parallele. 

582. Soit MM 7 (fig- 37) le parallele maximum de rayon OM ^ H 
et soientPP 7 , QQ' deux paralleles de rayon (5gal a a qui limilcronl 
une zone, divisde en deux parties g<5neralement intigalcs par 1<^ pa- 
rallele MM'. II est evident que les lignes ge"od<5siqucs, tonics <'gale,s, 
definies par liquation 

adu 



dt 'r v/r a 



. -4- const. 



( J ) Oa pourra coQsulter, dans le bcl Ouvragc de M. G.-H. HALPUKN, uno tiu<I 
d6velopp^e des ligaes geodesiques des surfaces de revolution <lu .second ilogrt 1 . 
Voir Trafte des fonctions elliptiques et de leur$ applications, t. II, Ohaj*. \L 
Dans le cas de 1'hyperboloi'de de re* volution i une nappe, il y a trois cspt'rt'h <lif- 
fe*rentes de lignes ge* ode* siques, Les unes sont tangentes a un parallil <Io la sur- 
face, les autres rencontrent sous un angle fini tous les parallels et I< IT|* de 
gorgej enfin, la troisieme espece est formtie de geodesiques asymptotes au <'ri'Ic 
de gorge. 
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sont comprises dans la zone que nous venons de dfinir et tan- 
gentes aux deux parallcles PP', QQ'. Tmaginons, par exemple, qu'on 

Fig. 3 7 . 



/ 

M'h- 



V 

v' 



parte d'un point/? situ< sur Ic parallele PP', en atlribuanl le signe 
H- au radical. Dans la zone HmitcSc par Pl }/ ct MM', / ira en crois- 
sant et, si I'on designe par r la valour initialc dc <, on aura 



(10) 



J a * v f """ 



rf#, (Stantla diffdrentielle dc Fare clu mdridien, sera d<5fini par une 
Equation de la forme 

(11) du ?-. p(/) ^r, 

et c s'obtiendra par la quadrature pr<5c<$dcnte. Cctte formule (10) 
sera valuble tant (juc r ne depassera pas 11. Pour r R, on aura 
une valour v { de r diifinie par liquation 



t o=- 



Lorsquc la ligne geodcsique pt?n(5trera dans la zone HM7QQ', 
r ira en diminuant. On aura ici 



A(r) <5tanl une fonction qui sera distincte de <p(/*) tant que MM 7 
ne sera pas un plan de sym^trie, un tiquateur dc la surface; eL 
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liquation de la ligne geodesique dans cette zone sera 



04) 



Pour r == a, la ligne geodesique deviendra tangente en un ccr- 
tain point q au parallele inferieur et la valeur P 2 de v correspon- 
dante a ce point sera d^finie par 1'equation 



Par suite. Tangle compris entre les meridiens pussant par \(\ 
point final q et le point initial/? de la ligne gcodcisiquo aura pour 
valeur 



Pour obtenir le cours ulterieur de la ligne g<5odosi<jnc, il suffira 
cvidemment de prendre la sym6triquc de la portion trouvt'e par 
rapport au plan m&ridien passant par q, puis (le faire lourncr 1 Vn- 
semble des deux portions ainsi obienucs autour de 1'axe do la sur- 
face successivement des angles aQ 7 4Q, 6Q, . . . , do sortt? que la 
ligne g^odesique se composera d'une suite dc segments e#aux <lis- 
pos& symetriquemenl autour de I'axe. Ces segments seronl mi 
nombre illimite tant que le rapport de au nombre r, ne sra pas 
un nombre commensurable. 

On sail que, sur la sphere, les lignes g(5od&i( f uos sont tonics 
ferm^es. Proposons-nous de trouver loules Jes Mirfm^s jouissant 
de la m^me propri^te. Elles devront avoir, on le rcconnailra isc- 
ment, au moins un parallele maximum; el, pour quo les lignes 
geod^siques demeurant dans le voisinage dc co parallAle soieni 
toutes ferm^es, il faudra que Tangle Q defini par la formula (ift) 
soitdansun rapport commensurable 4 pour loules les valmirs 
de a, Cette condition exige Cvidemment que 1'an^lc U wit indt- 
pendant de a. On devra done avoir 

06) 
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m designant un nombre commensurable constant. Nous sommes 
ainsi conduits au probl&me d' Analyse suivanL : Determiner la fonc- 
tion <p(/*) -h ^(/*) de telle maniere que liquation precedente ait 
lieu, au moins pour toutes les valeurs de a suffisamment voisines 
de R. 

Par un changement de notations on ramene le problome prece- 
dent a celui qui estresolu dans la theoric des courbes laulochrones. 

Posons 



L'int<5grale pr<$cedente prend la forme 

/" a Q(s) dz 

..( ?^- ; 

et, pour qu'elle soit independanle de a, il faut que Ton ait, comme 
on sait,, 

- J? 

H " """ J/S" 

En revenant aux notations primitives, on trouvora ici 



On aura d^ailleurs 



11 suffira done de })rendre C = /;*, m (Stant un nombre common- 
surablc, ot 1'on aura 1'^quation do condition 

OK) T^H-^r;.- * H . 

/K-- / t:t 

Cette Equation admet tine interpretation g3om<Hrique. Ucmar- 
quons que les int6grales 



d^signent les arcs du m6ridien compt^s a partir du paralldle MM/, 
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le premier dans la zone superieure, le second dans la zone infr- 
rienre. En d^signant par $< s ! ces deux arcs, la formule (18) nous 
donne 

r 
(19) s-h$'~ amRarc cos 

Ainsi, pour que les lignes g^odesiques soient fermtfos, il fain 
que I 3 arc du meridian compris entre deux paralleled cgaux 
soit egal a m fois V expression que Von obtiendrait si I'on rem- 
placait la surface par une sphere de rayon R. 

Dans le cas oil le paraliele maximum est un plan de symdlric, 
on a 

*'=*; 
liquation (19) nous donne* 

s = mR arc cos- ? 

IX 

r = Rcos~-, 
mil 

et Pelement-lineaire de la surface de revolution prcml la (brmc 



Posons 
(20) u 

lineaire deviendra 



Sous cette forme, on reconnait imm^diatemcnt qu'il convicnt & 
une surface de revolution applicable sur la sphere de rayon tn\\. 
La condition que m soit un nombre commensurable s'interprftle 
g^ometriquement de la manifire suivanlc. 

Gonsid^rons une surface de revolution commc composcc d'un 
nombre illimitt de feuillets superposes, engendrds par la rotation 
indefinie du m^ridien. Alors un point dc cette surface aura une 
infinite de syst&nes de coordonn^es w, P; i^ p-|-aic-, .,., u, 
v +- 2 ATT; . . . , suivant qu'on le consid^rera commc appartenanl au 
premier, au second feuillet ou an feuillet de rang h -|- 1. D'aprfta 
cela, lesformules (ao) feront corresponds & un point (u, <>) dc 
la surface de revolution un point (u r , /) de la sphere ddfini par 
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les equations 

, . , u , r -4- 2 h ic 
(aa) M 



A etant nn enticr quelconque. Or, si m cst incommensurable, les 
valeurs obtcnues de v 1 correspondent toutes a des points distincts 
de la sphere; an conlraire, si m est commensurable, ces valeurs 
de ^ ne conviennenl qu'a un n ombre limit<Sdc points. Gomme le 
meme r6sultat se rclrouve dans la transformation inverse, nous 
pouvons enoncer le ih^oreme suivant : 

Les seules surfaces de revolution, ayant un equateur, pour 
lesquelles lex lignes gtodvsiques soient tou jours fermtes, sont 
la sphere et Jes surfaces qui sont applicable^ sur la sphere de 
telle maniere qu'tl chaque point de I'ttne des surfaces corres- 
pondent des points en nomhre linntt de l'autre( { ). 



58^. Con.sid<rons maintenanl l'<Sl^mcnl Iin6aire d6fini par la 
for mule <5n<5rale 



(a3) d**-r (U V)(U? f/^ 2 -H VI 

oil U, U< designcnt des fonctions de u et V, 4 des fonctions de <, 
On pourrait, sans restreindre la g<Sn<5ralit(S, supposer U < -^ V< =i; 
mais nous garclcrons la forme pn$c6dcnte ? paree qu'elle esL la plus 
commode pour les applications. Remarquons d'aillcurs qu'ellc 
comprcnd commc cas particulicr celle qui convient aux surfaces 
de revolution; il suf/ira d'y remplacer V par une conslanlc. En 
choisissant convenablcment les difft'rentes fonctions, on retrouvera 
aussi, nous 1'avons d(;jii rcmarqud [I, p. 187], IVlimcnt lin<5airc 
de 1'ellipsoVdc a irois axes intfgaux rapporld a ses lignes de cour- 
bure. C'est a Jacobi quc Ton doit, nous 1'avons d(5j{li dit, la d<iter~ 
mination des lignes g6od<5siques de cettc dorniire surface. M, JLiou- 
ville, qui a, le premier, consicl<h v <5 F(Sl^ment lin^aire (i>,3) sous sa 
forme la plus gen^rale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de 3a 
modifier, la mcHhodc si simple de Jacobi. 



(*) Au n 77 nous avons dtudid d'une mani&re g(in6rule les surfaces dc Evolu- 
tion applicables sur la sphere. 
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Liquation qu'il s'agit d'inte"grer est ici 






Ecrivons-la comme il suit 



nous reconnaitrons imme'diatement qu'elle admet unc infinite do 
solutions qui sont la somme d'une fonction de u et d'unc fonctiou 
de P. Pour de telles solutions, en effel, la valour commune dcs 
deux membres de 1'dquation prec<5dente ne peat dcpendre ni do v 
ni de u et doit, par suite, se re'duire a une constante, quo nous 
designerons par a. On trouve ainsi 



ce qui donne 

( a6 ) = All y/lN^a rfa -H f V t /o^V rfp, 

les radicaux \/U #, y ; a V etant pris avec des signes quel- 
conques. 

II suffira maintenant de prendre la derivde de par rapport & a 
et Ton sera conduit a liquation gon6ralc des ligncs 



rv^-rvgL^.,. 

J y/u a J v /a - V 
Si 1'on diffe*rentie cette Equation, on obtient la relation 

(a8) ^Jl^^^J/P _ 

/U - a s/a ^V 

qui peut etre regard^e comme unc integrate premiere de Tckjuation 
differentielle des lignes g^oddsiques. 

M. Liouville a montr^ qu'on peut la transformer d'une wnni6rc 
elegante en introduisant Tangle co que fait, en chaque point, lu 
ligne g^od^sique avec la courbe coordonn<5e de parameLre c. On 
a, en effet (n 499), 



ds cos o> = U t v/U V du, ds sin o> a= Vj v/LT^" V <fv ; 
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ce qui permet de remplacer liquation (28) par ]a suivante 

cos to __ sin to 

(29) ~-~r ~~r=r 

y'U a ya v 
En resolvant par rapport a la conslante, on trouvera 

(30) a = U sm 2 u> -H V cos*o>. 

Cettc forme de Pintegrale premiere correspond adequation (<)) 
de Glairaut; ellc est tr6s souvent employee. 



. Ou aurail pu obtenir los resullats precedents par Femploi 
d'un (Slegant artifice dc calcuL Reprenonsl'expression dcl'lment 
linfeire 

rf5* =r- ( U V ) ( U J du* + VJ dv* j, 

qu'on pent mcttrc soxis la forme 

ds*r* [(v/0 aY~\~ (/a V) 2 ][( Ui rftt^H-^V!^;']. 

On a ainsi le produit dc deuxsommes de carres. En appliquanl 
unc formule bien corxnue, on pent transformer ce produit en nne 
sommc de caiTes, ee qui don no 

ds*~ (U, \/lf-~a du -,- Vi \/a ~^~V rfp) a -r (V, v/lT^ a dv U t v/<T^V r ^) 2 . 



<r/0, 



V/U a v/^-^V" ' 

il viendra 

( 3'*) A* r- ^02 -H ( U )( a V ) rfOf . 

Cclte formule met imm<$diatenuint en evidence les lignes 
siques (Q { = const.) et lours trajectoires orthogonalcs (Q = const.). 
On retrouve ainsi dans toute leur gen^ralitd les r<5sultats pr^ce- 
dents : T(5quation de la ligne geoddsique est 

(33) ^-' flt _ - ...Yi^- =o; 

\/U""a /--V 

lu diffdrcnliolle de son arc est <Ufiuic par la formula 
(33)' di ^ rfO U, v/tl- a du. -+- V, v/jrrv rfp s -V". 1 dtt 
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qui ramene le calcul de cet arc a celui de deux quadratures. Les 
deux Equations pr^cedentes nous donnent encore les relations 



(34) 



qui feront connaitre les valeurs de -r- ? ^-- 

585. Parmi les surfaces dont Ferment lincairc esl reducible u 
la forme (a3), nous avons precedemment signal^ le plan, la sphere 
[II, p. 422] et les surfaces du second degr [1, p. 107, on II, 
p. 879]. Appliquons a ces surfaces la proposition gf'nerale quo nous 
venons d^lablir. 

Soit d'abord 



(35) 



l^lement lineaire du plan, rapport^ a des coordonnes cllipliqucs. 
En appliquant la formule (33), on voit que liquation 

(36 ; _ g? _______ _ _ .* ^. = , 



ou a d^signe une constante arbitraire, reprsentcra nnc g('od<5- 
sique du plan, c'est-a-dire une ligne droite* 

Cette droite ne sera r^elle que si la constante a cst positive ot 
1'on reconnaitra ais^ment qu'ellc est tangente a la coniquc homo- 
focale de parametre \/a. Ainsi liquation diffdrcntiella /*n*c<i- 
dente, quin'est autre que l f equation d'Euler, admet pour in- 
tegrale g&nerale {'equation en coordonnees elliptiques tVune 
.droite tangente & la conique homofocale de parametre y/a. 

Ce r^sultat est du a Lagrange, qui Pa donne dans son <5tudc 
sur le probUme des deux centres fixes (<). 11 avait alors un grand 



() Voir Mecanique analytique, seconde ParLie, Section VII, Chap. lit, n 84. 
Pour 6tre tout ^ fait exact, nous devons dire que Lagrange obticnt un rdsuttat 
un peu plus general et retrouvc liquation d'Euler dans le cas ofc Ie trois forces 
qu'il considere se reduisent a une seule e*manant d'un centre fixe et proportion- 
nelle ^ la distance. 
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inter^t; car il constituait la premiere integration de Pequation 

d'Euler obtenue en dehors des methodes purement analytiques. 

Remarquons d'ailleurs que 1'equation (33/nous donnera ici 

(37) * 



a) 

et cetle relation, qui fait connaitre par des quadratures la longueur 
d'un segment de ligne droite, quivaut au theoreme d'addition 
pour Ics int^grales elliptiques de seconde espece. 

Le lecteur ctablira aisement des resultats analogues en determi- 
nant les lignes gefodesiques de la sphere au inoyen de la forme qne 
nous avons donnee [II, p. 



/ rfa* c?v* \ 

ds*~ (cosaw. cosav) f - ' -- 1 -- 

V ' \COS2{JL COS2C COS2C COS2V/ 

pour Pel6menl lin^aire de cette surface rapport6e a des coor- 
donn^es elliptiques. 

Une seule difference mcrite d'etre signalee entre ce cas et le 
prdc^dent : la formule relative a Tare d'une ligne geod^sique 
donnera, pour la sphere, le theoreme d'addition des integrates 
elliptiques de troisidme espece. 

586. Considerons maintenant une surface du second degr^ et 
choisissons, pour fixer les id6es, un ellipsoi'de a trois axes inegaux. 
Si Ton conserve toutes les notations deja employees au n 459 
[II, p, 296] et si [3 designe le param&tre de cet ellipsoi'de, li- 
quation de 1'cUipsoi'de sera 

x* y* ** 

(38) - JT 4- ,- ~3 -4- - - 77I~0, 

a p b p c p 
et Tcleinent lineaire de cette surface sera donn6 par la formule 



is.) ^-p 

/(p) ayant pour valeur 
(4o) 



On d^duitde la, par Tapplication desformules pr^cedentes, que 
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Pequation gnerale d'une ligne geod^sique sera 



a designant une constante arbitraire, ct que 1'arc de celtc ligne 
aura pour diffiSrentielle 



Ges resultals sont bien d'accord avcc ceux que nous avons oh- 
tenus au n 462. p, paramtre des hyperboloides a deux nappes, 
est compris entre a et b. On a done 



De mfime, le paramtre p< des hjperboloides it deux nappes, 
compris entre b et c, nous donne les in^galites 



II faudra done, pour que rfi soit reel, que Ton ait 



et, par suite, la constante a devra 6tre comprise entre a etc, Cettc 
condition pouvait tre pr^vue; a, nons 1'avons vu aux n ua 461 ot 
462, est le param^tre de la surface komoibcale a laquelle esL cir- 
conscrite la d<5veloppable forme par les tangentcs dc la ligne 
g^od^sique. Comme une droite ne peut 6trc tangente u deux 
ellipsoides homofocaux, il faut que a soit le paramftlrc d'tm hv- 
perboloi'de et, par suite, compris entre a et c. JDe la resultc nine 
classification naturelle des lignes godt$siques de rellipsoVde, sui- 
vant que a serainf&rieur, 6gal, ou sup<Srieur a b. Si a cstinferieur 
a b, la d^veloppable form^e par les tangentes de la #<5ad<5sique 
sera circonscrite a un hyperboloi'de a une nappe. Si a est su- 
p^rieur a &, elle le sera a un hyperboloi'de a deux nappes, Eijtfin, 
dans le cas interm^diaire ou a est dgal b b, les tangentes die la 
g<odsique iront toutes rencontrer la focale hyperbolique. On 
suit alors aisment le cours de la ligne g<Sod<$si<jue, qui va 
passer par deux des quatre ombilics ou cette focale rencontre 
Fellipsoi'de; et ces deux ombilics sont diamtStralement opposes, 
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Ainsi toutes les lignes geodesiques qui passent par un ombilic 
vont passer par l } ombilic diametralement oppose. 

Si a est different de 6, on pent encore se rendre compte, soil 
par les equations, soit par la Geome*trie, de la forme generale de 
la ligne geodesique. Supposons, pour fixer les ide"es, 

< b. 

Alors on aura les limites suivantes pour p et pour p { 
&<p<a, c<p!<a. 

Lorsque p { devient e"gal a a, 1'equation differentielle (40 nous 

donne 

dpi = o; 

par suite, la geodesique doit e*tre tangente a la ligne de courbure de 
parametre a. Cette ligne se compose de deux traits fermes dia- 
me"tralement opposes, decrits auiour de deux ombilics comme une 
ellipse autour de ses foy/ers; et la ligne geodesique, place*e dans la 
zone annulaire comprise entre ces deux courbes ferine* es, se diri- 
gera de 1'une a 1'autre en leur devenant success! vement tangente. 
Si on la prolonge ind<5finimenl, elle ne se fermera pas, en general, 
et fera tm nombre illimitc de fois le tour de cette zone ellipsoi'dale, 
dans laqueile clle est assujettie a demeurer. On peut etablir ces 
r^sultats de la manierelaplus nette au moyen de i ? artifice suivant. 
licrivons les equations 



qui se de*duisent des formules (4i) et (4a) et ou Ton prendra les 
radicaux avec un signe determine : elles feront connaitre le signe 
des diffe'rentielles dp et dpi lorsqu'on suppose ds positive, par 
excmple. II est vrai que les signes des radicaux peuvent changer 
lorsque p ou p< atteignent les limites entre lesquelles ces para- 
nxfetres doivent varier. Pour eviter ces difficulte*Sj posons 

(^4) P = b cos 2 p H- asin 2 cp, 

(45) pi 



ce qui permettra bien d'obtenir, pour des valeurs r6elles de <p ou 
de ^ 3 toutes les valeurs de p et de p { comprises dans les limites 
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assignees plus haut. Les Equations (43) prendront la forme 

(46) ds = - - = 

/F(o) 

V/F(<p), \/F7[^y tant des radicaux gwz ne pourro/itplus s'annuler 
et conserveront toujours le signe initial. II suit de la que rfcp et dty 
ne changeront jamais de signe; et, par suite, cp, fy, considers 
comme fonctions de s, oscilleront d'une mani&re regulierc entre 
les limites que nous leur avons assignees. Lorsque <p variera, la 
ligne de courbure du param^tre p defini par Pequation (/H) se 
deplacera en se deformant et tournera, toujours dans le memo 
sens, autour de Faxe des z de 1'ellipsoide. Le point clecrivant de 
la g^oddsique, qui oscille sur la portion de cette ligne comprise 
entre les deux points ou elle coupe la ligne de courbure p< rrn: a, 
decrira un trait dont la forme generate sera bien cellc que nous 
avons indiquee. 

S87. Nous terminerons ce Chapitre en faisant connaftrc qucl- 
ques proprietes generates qui appartiennent a toutes les stirfaccs 
dont Fclement lineaire est determine par la formule de Liouville 

les fonctions U, V, U<, V< conservant toute leur gen^ralil<5. La 
premiere de ces proprietes a et< signal^e par M. Dini, dans un 
beau Memoire sur lequel nous aurons Toccasion de rcvenir. JNous 
avons vu (n 527) que, si Ton rapporte une surface a un systeme 
d' ellipses et d'hyperboles g^od<5siques, l'(51ement lin<5aire est deter- 
mine par la formule suivante 



sin 2 cos 2 

2 2 



Ge systeme coordonn^, qui est orthogonal, peut-Jl <5tre iso- 
therme? Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que Ton ait 

(49) U?sin*-=V?cos*~, 

% Ii 

U 1 et Vi d^signant des fonctions qui dependent respectivement 
de u et de 9. Cette Equation determine to et nous donnc pour 
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1'element lineaire de la surface Fexpression 

(50) <foi 

quirentre bien dans la forme (47)? niais qui parait, au premier 
abord, en tre im cas tres particulier. En realite, les deux formules 
sont aussi generates Tune que 1'autre; nous laisserons au lecteur 
le soin de Fetablir. 

, Ainsi on peut caracteriser I'el&nent lineaire (47) en disant 
que les courbes coordonnees forment un systeme isotherme 
d'ellipses et d'hyperboles geodesiques. C'est la le rsultat de 
M. Dini. 

588. La seconde propriety est plus g^n&rale que la prec^dente, 
qu'elle comprend comme cas limile. On y est conduit en cher- 
chant s'il existe des surfaces pour lesquelles une famille de courbes 
puisse tre consider^e de deux manieres differentes conime 
form^e d' ellipses ou d'hyperboles geodesiques, c'est-a-dire deJSnie 
de deux manieres differentes par une equation de la forme 

(51) H- a = const., 

ou 9 et a- sont les distances g6od6siques a deux courbes fixes. 

II est clair que, si cette propril appartient a une famille de 
courbes, elle apptxrliendra aussi a Ja famille orthogonale qui est 
d<5finie par la relation 

(5a) a = const., 

toutcs les fois que la famille propos^e Pest par Tequalion (5i) 
[II, p. 417]. La question propos^e peut done se ramener a la 
suivantc : JBxiste-t-il un systems orthogonal qui puisse etre 
regards de deux manieres differentes comme forme d' ellipses 
et d } hyperboles geodesiques? 
Soit 

( 53 ) ds* =3 A 2 du* -f- G 2 dv 2 

Texpression de T6lemcnt lineaire qui convient a ce syst^me ortho- 
gonal. Par hypoth^se, les Equations des deux families de courbes 
coordonnees sont les suivantes 

-h a = const., cr = const., 
D. III. 2 
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6 et o- etant les distances g<oddsiques d'un point de la surface a 
deux courbes fixes; ilfaudra done que Ton ail 

F(0-f-or) = K , F,(0 cr) - P. 
On deduit de la, en resolvant par rapport a 9 et cr, 

(54) 6 = <p(zO-H-<K) <r = <p(w; <!*(?). 



Mais 9 et <r, etant des distances gtfodesiques, doivent satisfairc 
a liquation aux derivees partielles caracteristique 

(55) &p = i. 

En exprimant qu'il en est ainsi et que cette equation admet les 
deux solutions 9, cr, on est conduit a 1'uniquc relation 

U V 

(56) Xi + Gi"' 

oii 1'on a 

(5 7 ) U = ep'*(iO, V = ij/(^; 

et, r^ciproquement, toutes les ibis que A et G sonl liris pur une 
Equation de la forme (56), les courbes coordonnes sout d<;s co- 
niques geodesiques, lieux des points tels que la sommc on la dif- 
f^rence de leurs distances geodesiques aux deux courbes de base 



(58) 



A/u<fa r 



soit constante sur chacune d'elles. Pour que ccs courbes eoor- 
donndes puissent, de deux mani&res diflVirentcs, filrc rcgardi^es 
comme des coniques g(iod6siques, il sera done nccessairc et sufii- 
que A et C v^rifient deux relations distinctes 



U 



de m6me forme que liquation (56). 

Ces Equations peuvent 6trc r^solues par rapport & A et a C; 
mais, avant de faire ce calcul, nous remarquerons qu'on peut les 
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combiner linairement et en deduire I'equation nouvelle 



qui'sera de meme forme qu'elles, pourvu queX soil une constante, 
d'ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons deja enoncer le theo- 
reme suivant : 

Lorsqu'un systems orthogonal pent etre considere de deux 
manieres distinctes comme forme de coniques geodesiques, ily 
a une infinite de manieres differentes de lid cons&rver cette 
propriety. 

Si Ton calcule maintenant les valeurs de A et de G pour les 
porter dans l^l^mcntlineaire, onolitient un r^sullatque Ton peut 
<5crirc comme il suit 

^' 2 = (U^TU; -* vr-~v) [(U ~ u du * "*" ( Vl ~ 

C'esL bicn Ja la forme geneSrale 6tudiee par M, Liouville. 

R6ciproquement, reprcnons celte forme gneralc (47)- Si nous 
prenons Ics deux solutions deja determinees 



= ui \fir^~~a du 4- Vi /" V dv, 
*J 

r _ 

<r~. I Vii/lf 

de liquation aux deriv<5es partielles (55), les courbes coordonn^es 
seront d^finies par les Equations 

-H a c= const., a = const.; 

et, par suite, elles pourront 6tre regard^es d'une infinite de ma- 
ni^res comme des coniques g6od(^siques. 

589. La proposition que nous venons d'<$tablir oftre le plus 
grand inltfrfit : elle fait connattre la veritable originedes th^oremes 
de Graves et dc M. Ghasles sur les arcs dc coniques a difference 
rectifiable ct elle permet dVaendre ces th^or^mes a toutes les sur- 
faces dont Foment lin^aire est donn< par la formule de M. Liou- 
ville. 
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Pour mettre cette analogic en evidence, remarquons quc, si Ton 
attribue a la constante a une valetir determinee dans les fonnules 
(5g), les g^odesiques normales aux courbes paralleles 

= const. ou or = const. 
sont denies par liquation 
/ . Uirftt ^ Vl 

(6o) " 



obtenue ea differential par rapport a a la valeur dc Q ou de <r 
(n 832). II passe deux de ces lignes par chaque point de la sur- 
face et elles y font des angles egaux avec les deux courbes coor- 
donnees. On pent definir geometriquemenl cettc famille de geode- 
siques de la maniere suivante : 

Supposons d'abord que la constante a ait el<$ choisie de Iclle 
maniere que Tune des deux Equations 
(61) U a ;= o, V a ~ o, 

la premiere par exemple, admeile uncou plusicurs racinesrcelles. 
Soit U Q une de ces racines; pour u = U Q , liquation difl^rentielle 

donne 

du =s o; 

et, par suite, les geodesiques qui correspondent a la valeur con- 
sid^ree de a sont toutes tangentes a la courbc coordounee de para- 
ni^tre u . Gette propriete g<Som6trique sufiira evideniment a d6- 
finir T ensemble de toutes ces geodesiques. 

Pour certaines surfaces, telles que FellipsoVdc ou lo plan, Tune' 
des equations (61) admettra toujours une solution rccllc; ot toutes 
les families reelles definies par liquation (Go) scront alors coin- 
posees de geodesiques tangentes & une des courbes coordomuScs. 
Mais il existe d'autres surfaces pour lesquelles les valours dc la 
constante a peuvent 6tre clioisies dc tellc maniere cju'aucunc des 
Equations (61) n'admette de solution r<5elle. Envisageons, par 
exemple, la formule particulidre suivante 
(62) 

1'equatton des lignes 
(63) 
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eL, pour toutes les valeurs de a positives et inferieures a A 2 , il n'y 
aura aucune valeur reelle de u oa de 9 annulant un des denomi- 
naLeurs. Les lignes geodesiques correspondantes seront reelles, 
mais elles ne seront tangentes a aucune courbe coordonnee. Nous 
ram&nerons ce cas au precedent en convenant de regarder les 
geodesiques comme tangentes a une courbe coordonnee imagi- 
naire. En adoptant cette convention, on peut noncer le rsultat 
suivant. 

Les courbes paralleles definies par les equations 

I = TUi /U a du -H f\ 1 \fa^ V dv = const. , 

(/ /* 

a = / Ui /U a da I V 4 \/a V dv = const. 



(64) 



sont Les developpantes de celle des courbes coordonnees dont le 
parametre satisfait a la relation 

( U a)(V a] = o, 

et la proposition que nous avons ^tablie plus haut peut s'<- 
noncer comme il suit : 

Les courbes coordonnees peuvent etre regardees comme des 
coniques geodesiques lorsquon prend pour courbes de bases 
deux developpantes (C), (G') deVune quelconque d'entre elles. 

Pour faire deriver de cette remarque le theor^me de Graves et 
de M. Chasles, il suffit de la combiner avec les propri6t6s des d6r 
velopp^es. Gonsiderons, par exemple, les geodesiques tangentes a 
unc des courbes coordonn^es (w ) (fig- 38) et soienl (G), (C') 
deux dcveloppantes de cette courbe, la coupant a. angle droit en R 
et en R'. Solent PQ, P'Q' deux ggodlsiques se coupant en M. 
D'apres la proposition pr^c^dente, la somme 

MQ -i- MQ' 

demeurera constante lorsqu'on se deplacera sur une des deux 
courbes coordonnees qui passent en M. Or on a, d'aprcs les pro- 
des developpees, 

PR = MP -H MQ, P'R'= MP'4- MQ' 
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et, par suite, 

MQ H- MQ' = PR 4- PR' MP - MP' = RR'~- (MP -i- MP' PP';. 

On voit done que la somme 

MP-hMP' PP' 

demeurera constante lorsqu'on se deplacera stir I'unc dcs courbcs 
coordonndies qui passent au point M, sur celle qui so Irouvc dans 
Tangle QMR. On demonLrerait cle la inthno manicro los aulrcs re- 
lations, analogues an iheoreme de Graves, qui se rapporlenl u 
des dispositions differentcs de la figure. 

Fig. 38. 



/ 



Nous n'insisteronspas davantage sur ces relations geometriques 
et nous indiquerons, en terminant, une autro generalisation, qui 
se rattache directcment aux propositions do M. Chasles relatives 
aux polygones inscrits ou circonscrits a des coniques homofoculcs. 

Considerons un poly gone variable dont ions les cotes sont 
des lignes geodesiques tangent.es cl une mfune court*? coor- 
donnee et dont tons les sonintets mains iui fh'crivent ttt>$ courhes 
coordojinees. Le dernier sornmet de ce polygons <h>arirtt aussi 
une des courbes coordonnees et il en sera dc tHfanu des points 
d' intersection de deux cotes qttelconqitcs de ce, polygon**. 
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CHAPITRE II. 

INTKGIIALF.S HOMOGENES DXJ PREMIER ET DU SECOND DEGRE. 

Melhodes rdgtiliercb pour la determination clcs geodcsiqucs. L'cquation diffc- 
rentielle du second ordrc ties geodesiques rcmplacee par un systeme canonique. 
- Usage quc 1'on pcut fairc d'une on de deux integrates de ce systeme. - 
Integrates homogencs. Integrate du premier dcgre : elle caracterise Ics sur- 
faces applicablcs sur Ics surfaces de revolution. Integrate du second degre. 
II y a deux formes distinctes do 1'element lineaire pour Jesquellcs on trouve 
une integrate du second dcgre. Pour la premiere et la plus importante, 1'ele- 
ment lineaire est rcducliblc a la forme dc M. Liouvillc. Determination de 
tons Jcs cas dans Icsqucls il y a a la fois une integrate du premier et une inte- 
grale du second degre. 



S90. L'arliiice que nous avons employe dans le Chapiti^e pre- 
cedent eL qui nous a fait connaitre Ics lignes geodesiques potir la 
forme sp^ciale de 1'element lineaire consid6ree par M. Liouville a 
permisa Jacobi dc donner une solution elegante des problemes les 
plus importants delaDynamique du point materiel; mais il semble 
difficile de Petendre ou de le g-en^raliser. II faut done revenir a la 
theorie geaeraleet indiquerles m6thodesreg'ulieres qui permettent 
de determiner une solution, contenant une constante arbitraire, de 
liquation 

(i) A6 = u 

Etant donn<5e une equation aux derivees partielles 
(a) 



la recherche d'une ial<Sgrale complete de cettc equation se ramene, 
comme on sait, a la determination d'une f one lion <f(w, P, /?, q) 
telle que liquation (a) et la suivante 

(3) cp(w, v,p, q) = G, 

ou C d<$signe une constante arbitraire, soient compatibles, c'est- 
a-dire qu'elles fournissent des valeurs de/? et de y satisfaisanl a la 



24 LIVRE VI. CHAPITRE II. 

condition 

3 22 = o 

dv du 

pourtoutesles valeurs de C. D'apres cela, si Ton calculc, an moyen 
des equations (2) el (3), ]es valeurs des deux d&rivcos qui cnU^ent 
dans la relation pre'ce'dente, on trouvera la condition 

/M /,,_# ^_^^^2S-.#*E - 

u; (/, <p; - d f t dp dp du -*- 0( , dq i}q ^ - ' 

qui ne contient plus C et devra avoir lieu, par consequent, pour 
toutes les valeurs de u, r, /?, q qui satisfont uniquement u 1'equa- 
tion (2). 

Dansle cas special qui nous occupe, nous sommes done conduits 
a determiner une fonction cp satisfaisant a 1'equation lin^airo 

(5) (A, cp ).-=<>, 

pour tous les sjstemes de valeurs de if, r, /?, 7 lic'ics par lYnjua- 
tion (i). 

L'integration complete de cette equation lineairc (5) so rumone, 
comme on sait, a cclle du systemc suivant d'oq nations (HilV 
tielles 

( du _ dv _ dp _ - d<j 

"o>A dk " M " " " ^ 9 
dp dq Ou dv 

qui d^finit ce que Ton appclle les caracttristiqurs de 
aux d^rivees partielles (i). 

Ce systeme admet ^videmment une premiere inlr^rale, A, donl 
la valeur constante doit ici 6tre prise 6galc a i* Si Ton <?n connait 
une autre int6grale cp, on pourra achever la solution du prohll'me 
et determiner par de simples quadratures les 't ; od<'\siques de la 
surface. Maisil est ne'cessaire de donncr quohjurs dcvdopprmcnts 
sur ce point essential. 

Si Uon combine Tune des Equations (6) 

/ N du^ _ dv^ 

^ "" ^ 
dp dq 
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avec liquation de condition 

A = i, 

on en d^duira les valeurs suivantes de p et de q 
ox v dUf ^^ d9 ^du d9 

8 ) D = & -= h r -y 5 cr = r ~ G -7- > 

* ofc as * </s ate 

etil suffira de porter ces valeurs dans wie autre des equations (6), 
par exemple dans la suivante 

dv __ ~- dp 
~d ~ ~d\~' 
dq du 

pour en d^duire une Equation du second ordre entre u et 9. Cette 
equation du second ordre, qui tient lieu du systeme (6), sera 
precisement celle des lignes gvodesiques. 11 est ais^ de le verifier 
presque immediatcment par le calcul direct; mais on pent aussi le 
reconnaitro par un t^aisonnemenl a priori. 

En eDTet, si, daus le syslcme (6), on remplace p et q par les de- 
rivees particlles d'une solution quelconque de Pequation aux d^- 
riv^cs parti elles (i), on sait, d'aprfes les proprietes generales des 
Equations aux dcrivees partielles du premier oi^re, que ce syst^me 
se reduiraulaseule Equation (7). Or cette Equation d^finit, onle v^- 
rifie aiscment, les trajectoires orthogonales des courbes 9 = const., 
el ces trajectoires sont, comme on J'a vu, des lignes g<od6siques. 

Au resle, on airive a la meme conclusion si Fon traite le pro- 
bleme des lignes gt'iodesiques comme une question de M6canique. 
En emploj'anl la methode et les variables d'Hamilton [II, p. 48 1], 
on est conduit, pour definir la ligne g<5od^sique, a un systeme ca- 
nonique qui donnc imm^diatement les equations (6). 

Ainsi, on peut considerer le systeme (6) comme tenant lieu de 
Tequation difiVSrentielle du second ordre des lignes geodcSsiques 
pourvu que Ton y regarde/? et<y comme des inconnues auxiliaires, 

qui sont d'ailleurs dtUinics en fonction de u, (>, -r- par les for- 

mules (8). Ce point tftant c^tabli, examinons les diflferents cas qui 
peuvent se presenter. 

591. Supposons d'abord quc Pon connaisse deux integrates 
distinctes CD et A du syst6me (6). 
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L'elimination de p et de q entre les equations 

? = C, <p - C', A = i 

donnera Inequation en termes finis, contenant les deux constantes 
arbitraires G, C', des lignes geodesiques. Gela resulte immediate- 
ment de ce que les trois relations precedentes donncnt trois intis 
grales du sjsteme (6). 

Si Ton a determine une seule integrate <p, on pourra achever de 
deux manieres differentes la solution du problcmc propose. Ou 
bien on determinerajo et q par les equations 



et Ton effectuera ensuite la quadrature 

= / (p du, + q dv\\ 
les lignes geodesiques seront alors delinics par I'cquation 



ou C ; designera une seconde constante. Ou hicn ou remplac<%ra 

dans 1'equadon 

cp-C 

, / * tilt </V - t 

p et q par leurs expressions (8) en -^t -}-> ce qiu donnevu une in- 

tegrale premiere de 1'equation des lignes geodesiques, clont, on d^- 
terminera ensuite un facteur en appliquant le thror^mo <le Jacob! 
[II, p. 43.]. 

On ne sait pas integrer d'unc nianiere g<^n<5rale IV*<|natioa li- 
n<^aire (5). Mais on a obtenu des r^sultats du plus Iiatit inU r *r6fc en 
se donnant a priori certaincs formes gcn( ; rales tie I'uilcSgrale y 
que Ton suppose connue, et en so proposanl de d^Jorminor I'clc''- 
ment lin^aire par la condition que ees formes puisscnt oonduire 
a une solution complete du probleme propose*. 

Remarquons d'abord qu'en faisaut usage de 1'tujuation (i) on 
pourra toujours rendre la fonction cp homog&ne par rapport aux 
deux variables p etq. Gette transformation est tr<\s avantageuse; 
car alors 1'dquation de condition (5) aura igalernent son premier 
membre homog^ne par rapport aux mfimes varial)les. Cette equa- 
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tion sera ainsi reduite a ne contenir que les trois variables u, r, ~? 

; ? 

qui peuvent etre regardees comme independantes; et, par suite, 
elle devra avoir lieu identiquement. 

Ainsi nous so mines ramenes a la determination des integrates 
homogenes par rapport a p et a q qui satisfont identiquement a 
Tequation (5). II est utile de remarquer que les integrales de cette 
nature conservent leur homogcneite et leur degre quand on effectue 
un changement quclconque de coordonnees. 

592. Nous commenccrons par les integrales algebriques et en- 
tieres ( l ) 3 el nous etudierons en premier lieu Ic cas ou la fonction <p 
est du premier degre. Supposons que la surface ait 6le rapportee 
a des coordonnees symetriques. Alors l'(^l<5mentlin(5aire sera d^fini 

par la formnle 

d$* = !\\dx dy. 

Liquation (i) deviendra ici 

pq 

(9) ^=i, 

et Ton aura 

(10) y~a 



a et b etant des fonctions inconnnes de a? et dey. La condition (5) 
nous donnera 

q f da db\ p f <)a db \ apq d\ bpq d\ 

* p > q f ip r q~) -i- -^ -i- -~ T" = > 

A V d& t)&/ A \f <)y J dy ) A tt dx A 2 dy 



(*) Le Jcclcur rccounaitra aisdmunt que toutc integrate algdbriquc cL cnticrc, 
non homogune, conduit (\ deux iiHtS^rulort distinctcs que Ton obticnt en sdparanl 
les termcs de clc^r^ pair par rapport & p et & q des icrmes de degre* impair. 
Chacune de ces deux: inl&grales donnera ensuite, pat* 1'cmplui de Tequalion 
AO =; i, une inicgrulc ralionnclle ct homogoiie du m6me dcgr6. 

Bans une Note Sur les integrates algebriques des problemes de Dynamique 
ms(ir6e T en T88C, au Lome CHI des Comptes rendus, M. G. Kocnigs a montre 
que, s'il existc des integrales ulgubriques quelconques, il y aura ndcessairement 
des intdgrales rationnelles, cntiercs ou fraclionnaires. L'titude des cas ou il y a 
des integrales alg(5briqncs irrationnellcs se ram6ne done a celle des questions 
que nous allons examiner dans Ic texte. 
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et, pour qu'elle soit identiquement verifiee, il faudra que Ton ait 
db da 



dx dy ' d& $y 

ou encore 

() 

/ 

X et Y dependant respectivement des seules variables x ct y. 

Or la forme de F element lineaire subsiste quand on y effectue 
une substitution 



On reconnailra ais^ment qu'en eflectuanl ce changemcnt on pent 
toujours ramener les fonctions X, Y a avoir 1'ime dcs valeurs 
constantes o on i. 

On n'a done que les deux hypotheses suivantes u examiner : 

i a= b ~ i, 

2 a = o, b = j . 

La premiere nous donne 

$L . ^L - 
rfjr " h <V "" 
on, en integrant, 



L'element lineaire prend la forme 

ds* = 4/(a? 
La seconde hypoth^sc donne 

^. = 0, X =-./,(#). 
lineaire correspondant 



se ram^ne a celui d'une surface d^veloppable par substitution & x 
de la variable 
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On peut done laisser de cote cette seconde forme de 1'element 
ineaire, qni devient un cas particulier de la premiere (i3). 

Quant a celle-ci, on demontre aisemenl qu'elle caraclerise les 
itirfaces applicables sur unc surface de revolution. Posons, en effet, 

it -i- iv u H- 19 

*=^T-> r= ; 

>lle prendra la forme 



,4) fc*=<pltt)(<faa-H<fra), ou ?(M) = /(), 

:e qui elablil le resultat annonce. Nous pouvons done noncer 
e theorem e suivant, qui est du. a M. Massieti (*). 

Les surfaces de revolution et celles qui resultent de leur de- 
formation sont les seules pour lesquelles V equation differen- 
tielle des lignes gfodesiques admette une integrate premiere 

,. , . - ^ du dv 

Imeaire et homo gene en -.7 ? -y 

Quand Felement lineaire est ecrit sous la forme (i4) liquation 
devient 



Fintegrale lineaire est alors 

(16) q - G. 



(') MABSIKU (K.), Sur lu$ integrates alg<ibrique& des problemes de Meca- 
nique. These prcscnico A la Facullc <los Sciences dc Paris; Paris, i8Gj. Dans ce 
travail, 1'aulcur s'ocr.upe d'unc rnanierc ^un^ralc dcs problerncs dc Mecaniquc 
dans lesquels il y a unc i'onction des forces; et, suivant la voic ouvertc par M. J. 
Bertrand dans un beau Mornoirc insure en 1857 au Journal dc Liouville, \\ re- 
cherche les intugrultis al^ebriques par rapport aux vUesses. 

M. Massieu, apres avoir pnSsoale qnelqucs r^sulLats sur la question envisaged 
daus toutc sa #eneralite, etudie plus specialcment le mouvement d'uu point sur 
une surface ct il definit tous les cas dans lesquels il y a une integrate du premier 
ou du second degre par rapport aux vitcsses. II suffit de supposcr nulle la fonc- 
tioa des forces pour que ces resultats dcviennent immediatement applicables 
au problcme des li^nes ^eodesiques. On pourra consultcr aussi le M6moire de 
Bour Sur I' integration den equations diffe'rentielles partieUes du premier et 
du second ordre (Journal de rJKcole Polytechniqut) XXXIX 6 Gahicr, p. 149; 
1862), ou les resullats de JVL Massieu sc trouvent rappelds. L.C Chtipitre V de ce 
M&noire conticnt une etude sur Tint^gration de Tdquatiott gentole des lignes 
g^odcsiqucs quc nous aurons a citcr plus loin. 



So LIVRE VI. CHAPITRE II. 

On a 

^ JO-CPH 

et 1'on retrouve ainsi, avec de lagers changements de notation, le 
resultat fourni par la premiere methode (n 580). 

593. Nous allons maintenant etudier de la mSmc rnaniere le cas 
ou il y a une integrate <p du second dcgre par rapport a p et a q t 
Posons 

<p,s= ap^-r- %bpq H- cq~. 



La condition (5) nous donnera iei 

K n da db dc \ q f .d<t, <)/> . t '^\ P 

P- Tx + * p lTx+ q * to) i - 1 ' (P' oy " *M $ -' 1'fy) X" 

j zpq ^X . v.pq tfr . 

( +-LL ^ap + bq^- .^JL _ , ttp ; . ey , -, . 

Egalons a zero les coefficients des diverges puissances de/> et de 
q. Nous aurons d'abord, en prenant les coefficients de<y ;} et de /> ! ', 
les deux equations 

qui nous donnent 



En raisonnant comme dans le cas pr^ccSdcnt, on verm que, si 
Ton a choisi convenablement les coordonn^os ;r, v, on peul ton- 
jours supposer, soil 

c r- [ , a - i , 
soil 

C=r:o, a r- [. 

Commengons par examiner la premiorc hypothec. En prenant 
les coefficients de pq* et dcp*q danslMqualion de condition n8\ 
on sera conduit aux deux relations 
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ui s'integrent aisement et donnent 



et/\ designant deux fonclions arbitraires. 
On aura done pour P element lineaire P expression 



19) ds* 

t 1'integrale f f deviendra 



20) P*+ v*+ -- \A(x-y) ~A*+y)\ = G. 

Le changcmcnl de notations defini par les formules 
,-t? =- u + iV, y ~ u 19 

amene Polemenl linoaire ti la forme de M. Liouvillc et montre 
ussi que la solution dont les derivees sont deGnies par Pqna- 
ion pruccdeute jointe ^ Pcquation (9) est precis6ment celle que 
tous avons employee au n 583. 

Ainsi les surfaces dont lYtlement lineaire est i^eductible u la forme 
le M. LionvHle constituent une premiere classe pour laquelle le 
>robl&mc des lignes geodesiques admel une int^gxale liomogene 
it du second degre par rapport a p et ^ q ( { ). 

594. Examinons maintenant Phypotli^se 

a -~ i, c s= o. 
En op^rant commc proctSdemment, on trouvera les conditions 



jui donnent 



(') Foz/' les Mdmoircs d&yb ciUs de liour et de M. Massicu. II convieut de re- 
narqucr <|ue M. Massieu a ntigUgti la scconde hypothcse (a~:i, c^=o) que 
tious aliens (iludicr. 
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Y, Y< designant deux fonctions arbitrages de y. L'<lement li- 
naire aura done pour expression ( * j 



(ai) ^ 

et Fintegrale du second degr sera 

Y 

(22) J0* 2j-/? 

On tire de la 



et, par suite, 



Tel est le second cas dans lequel il y a une integrale du second 
degr. Mats il convient de remarquer quc la surface correspondante 
esl, en general, imaginaire. 

On peut, en effet, supposer ici que les coordonnocs sjaieLriqucs 
x et y sont imaginaires conjugu6es. Pour que IVltfment lincaire 
soit reel, il faut qu'il ne change pas quand on y rcmplacc toutes les 
imaginaires par leurs conjugu^es. Si done Y , YJ designent les 
fonctions imaginaires conjuguccs de Y 7 Y il faudra que Ton ait 



II suit de la que le premier mcmbre doit tre bilindairc par 
rapport a x et a^. On a douc 



/, ax H- bvc -r 



et la condition qu'il s'agit de verifier exige que a, k soicnt reels et 
bj bo imaginaires conjugu^s. J3es transformations simples permet- 
tent de ramener la valeur de \ aux deux types suivunls 



() Cette expression dc rclcment s'ost pr<Ssent*io i\ M. tie duns l^tutle d'un pro- 
bleme resolu par M. Dini ct sur lequel nous revieudrons au Ghapitrc suivant. 



INTEGRALES D U PREMIER ET DU SECOND DEGRE. 33 

a etantime constante r^elle. Les Elements lineaires correspondents 



(25) ds* 

appartiennent Tun et Vautre a des surfaces applicables sur des sur- 
faces de revolution. On le reconnait immediatement en efFectuant 
dans la premiere formule la substitution 

x = u -4- &V, y = u zV, 
etj dans la seconde, la substilution 

x = uc iv , y = ue~ iv . 

Remarquons-le, d'ailleurs, alors meme que 1'element lin^aire 
defini par la formule (iii) appartient a une surface r^elle, la valeur 
correspondante (a3) de la solution 8 demeurc imaginaire, comme 
on s'en assure ais^ment en y substituant les valeurs de Y et de Y f 
qui correspondent aux deux formes (^i) et ('25). 

595. Les recherches precedentes conduisent ais^ment au re- 
sultat suivant : 

L J element lineaire cVum* surface etant mis sous la forme la 
plus generale 



(a6) <ls* = E dt^^r s.F du. 



(27) AO = ep*~\~ ifpq -H gq* = i 

I 'equation aux durivecs partielles dont depend la determina- 
tion des lignes gdoddsiques. S'il existe une in te gr ale du, second 
degre 



ilpourra se presenter deux cas distincts. 

Lorsque les premiers membres des equations (ay) et (28) 
n'ont pas de facteur lineaire commit n de la forme <x.p + j3y, 
ViUment lineaire de la surf ace est rdditctible a la forme de 
Liouville 



D. III. 
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et les fonctions U 1? V< sont, a des facteurs constants pres, les 
ratines de V equation du second degre en k 

(29) (f'-kf}*-(e'-ke)(s'-kg) = 

que Von obtient en exprimant que la cotnbinaison lineaire 



des premiers membres des equations (27) et (28) est un carr& 
par fait. 

On pourra done, sans aucune integration, ramener Vele- 
ment lineaire ct son expression reduite. 11 suffira de cJioisir 
pour variables independantes des fonctions quelconques des 
deux ratines de V equation (29) ( { ), 

Si les premiers membres des equations (^7) el ( ( i8) ont unfac- 
teur commun, V element lineaire est reduclible a la forme (21). 

II est ais de verifier tous ces r^sullals avec les variables ind(5- 
pendantes que nous avons choisies; el commc ils sont, par leur 
nature meme, independants du choix de ces variables, ils sont 
ainsi etablis dans toute leur g&neralil6. 

Si Ton a pu obtenir deux integrales distinclcs du second degr6 



il est clair qu'on pourra les combiner lin<5airement et en d6duirc 
la nouvelle int^grale 



k designant une constante quelconquc. A chaque valeur de A 1 
correspondra une reduction d6termin6e de l'61<5menl lineaire ix lu 
forme de M. Liouville. Ainsi : 

Lorsque V element lineaire d'une surface est rfductible de 
deux manures distinctes it la forme de M. Liouville, il est r&~ 
ductible hcette forme d* une infinite demani&resdiff&rentes. 



(') Cette conclusion scrait toutefois en de*faut si Tune des racines sc re"duisail 
a une constante; dans ce cas, 1'une des fonctions U t , V t se rdduirait a une con- 
stante et la surface correspondante serait applicable sur une surface de re* volu- 
tion. 
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Aiasi se trouve explique ie r^sultat que nous avions indique au 
31 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n 417, 
propos^ de rechercher les surfaces dont l'lment lineaire est r- 
ductible de deux mani&res diflferentes a la forme de Liouville. 

On voit que cette question peut 4tre consid^ree comme identique 
a la suivante : Rechercher toutes les surfaces, ou plutdt tous les 
elements lineaires, pour lesquels le probleme des lignes geode- 
siques admet deux integrates distinctes du second degre (<). 
Dans le Memoire que nous avons deja cite [II, p. 218] M. Lie a 
fait connaitre un certain nombre de solutions de cette question 
auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons dja donn^e au 
n 417. Nous nous contenterons de rechercher ici toutes les formes 
de l^l&nent lineaire pour lesquelles le probl&me des lignes geod- 
siques admet deux, integrates, Tune du premier, Pautre du second 
degrd. 

596. Toutes les fois qu'il v a uae integrale du premier degre, la 
surface est applicable surune surface de revolution. On peut done 
ecrire son <l<5ment lineaire sous la forme 



L'equation aux d&rivdes partielles a int^grer deviendra ici 






L'int(5grale du premier degr^ sera 

<7 = C, 

et il y a a exprimer qu'il existe une integrate du second 

cp == 



distincte du carr y 2 de l'int<5grale limiaire. Pour la commodite 
des calculs qui suivront, posons 



() Dans ce cas, il suffiL d'appliquer les mdthodes du n 591 pour reconnaitre 
quo liquation en termer finis des lignes g6od6siques sera du second degr par 
rapport aux deux oonstantcs arbitraires, 
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Liquation de condition 

(A,?) = o 
nous donnera alors 



En e"galant a ze"ro les coefficients des diverses puissances dc </, 
on obtient le systeme 



(32) 



de 



du dv 

" 



quc Ton peut integrer sans difficultc en suivant I'ordre des equa- 
tions. On trouve ainsi 



(3a) a 



V, V l? V 2 de5signant des fonclions arbitraires de i. En porlant les 
valeurs de /et de ^ dans la dernifere Equation (82), on esL conduit 
a la relation 

(33) VXaU^H-U'U^ + V^U'^U'-VtU^ aV^U / U w -+-2V;U*==o, 

qui doit avoir lieu identiquement. 

Si Ton donne a v unc valeur num^rique quclconque, on ob- 
liendra une relation de la forme 



(34) 



U" 



=: o, 



ou a, by c, d, e seront des constanles, et qui sera une Equation diiK- 
rentielle propre a determiner U . On verra aisdment que la fonction 
U ne peut, si Ton ^carte un cas tout & fait exceptionnel qui con- 
duirait aux surfaces a courbure constante, satisfaire ^ une aulre 
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Aquation de meme forme ou les constantes a, &, c, rf, e prendraient 
d'autres valeurs. II faudra done que, pour chaque valeur particu- 
liere donnee a p, Tequation (33) soil identique a Iapre"cedente. On 
devra done avoir, pour toute valeur de p, 



et ces Equations serviront a determiner les fonctions V, \ 19 V 2 . 

Comme la dcrivee U' 7 figure seule dans 1'expression de Telemenl 
lindaire, on pourra toujours aj outer une constante a U^ et disposer 
de ceLte conslante de maniere a annaler le coefficient c dans 1'equa- 
tion(34); alors les relations (35) nous donneront 

V!=0 

et, par suite, 

v; = ^/ = o. 

Ainsi on peut toujours, sans diminuer la generality, introduire 

1'hypothese 

c = d = o. 

L'equation (34) devient alors 
(36) 
Posons 



Alors les Equations (35) qui d<Herminent V et V 2 prendront la 
forme 

(38) V' = ~V- = --^~, 

f\ in 2 71 

et, en integrant une premiere fois, on pourra les remplacer par les 
suivantes 

On s'assure aisement qu'il est permis, toutes les fois que m n'est 
pas nul, de negligerles constantes introduces par les integrations; 
les conserver, ce serait ajouter a 1'int^grale cherche*e une fonction 



ou A et B d^signent deux constantes, et qui peut tre n<glig6e. 
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Liquation en U deviendra main tenant 

2U" 2 H- U'U'" = 



En multipliant par U ; et integrant les deux membres, nous 
trouvons 

(4o) U'^U's/nU^-ha/iU 1 *-*-', 

fl\V 

m 1 d^signantune nouvelle conslante. Remplagons U" par -y-? nous 
aurons du et, par suite, 



II suffit de joindre cette equation a la precedenle pour obtenir 
1' expression de U" en fonction de it. 

L'int^grale cherchee du second degr sera 

y'+ V" - -h V 2 

ou, en remplagant V 7 et Va par leurs valeurs, 
(4a) v^s^. U'V'jog -h (VU' 7 - a/nVO' s a n 

la fonction V etant une solution de 1'equation 

(43) V' = -4^V. 

Mais ici se prdsente un r^sultat tout a fait inattendu. En prenant 
successivement 

V = e2ov^7/I e ^ V ^-a^V^/n^ 

on obtient non plus une, mais deux integrates du second degr6 

(44) e* 

(45) e ~^ 

auxquelles on peut joindre le carr<5 

3* 

de Tint^grale lin^aire. II y a done ici trois integrates distinctes 
du second degre. 

Liquation des lignes godsiques se d^termmera aisdment; il 
suffira d'appliquer ici les remarques du n 591. Le syst^me (6) 
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admet les quatre integrates 




qui sont d'ailleurs en nombre trop grand d'une unit6. Et, en effet, 
on reconnalt que Ton peut Glimmer entre elles u, v, /?, q et que 
les constantes G, C', G r doiventtre lides par la relation 

(46) C'C"=(r 2/iG) 2 4mm' G*. 

Si Ton ^limine ensuite p et q, on sera conduit a liquation en 
termes finis 



+- n), 

qui representera les lignes god6siques. 

II est clair que les surfaces remarquables dont Tel^ment lin^aire 
est d^fini par les formules (24) et (a5) appartiennent a la classe 
que nous venons de determiner (*). 



(') La Cfucsiion quo nous venons d'<5tudier a eld nSsolue d'une autre maniere 
par M. L. Raffy clans mi travail r<5cemment public (voir Comptes rendus, 
t. CVIII, p. 4o3> mars 1889, et Bulletin des Sciences mathe'matiques, t. XIII, 
a e s6rie). M. Baffy prcnd l'lment lin<Sairc de la surface cherch^e sous la forme 

d$* =. t\\dx dy 
et il trouve que X doit avoir 1'une des valeurs suivantes 



ou P et Q designent des conslantes arbitrages et t la somme 

Un calcul auquel le lecteur suppldera aise'ment perraet de reconnaltre que cette 
Elegante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d'abord et 
qui se trouve d<Svelopp<5e dans le texte. 
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CHAPITRE III. 



DE LA REPRESENTATION G^OD^SIQUE DE DEUX SURFACES 

sun L'AUTRE. 



Probleme de M. Beltrami : determiner tonLes les surfaces qui peuvent etre re- 
pre*sentees sur le plan de telle maniere que les geodesiqucs corrcspondeni aux 
droites du plan. Solution directe ct complete de ce problume : les surfaces 
a courbure constante sont les scules qui puissent etre rcprc*sentees de cetle 
maniere sur le plan. Probleme de M. Dini : determiner tous les couples de 
surfaces tels que Ton puisse e"tablir entre deux surfaces de chaque couple une 
correspondance dans laquelle les geodtSsiques correspondent aux geodcsiques. 

Solution de M. Dini. Theoreme de M. Tissot. L'elemcnt lineaire des 
surfaces cherchees se ramene a la forme de M. kiouvillc. Application : pro- 
prie'te' remarquable de la transformation homographiquc. Solution nouvelle 
et directe des deux Iproblemes precedents. Si 1'on chcrchc a determiner les 

courbes pour lesquclles 1'integrale / /(H, v, v') du prise entre clcux points 

donnas est maximum ou minimum, on cst conduit a une Equation difl<Srentielle 
du second ordre de'finissant Ics courbes cherchees. Cctte equation pent tUrc 
consideree comme elant la plus generale du second ordre; et a chaque equation 
de cet ordre correspondent une infinite dc fonctions /(, c, c'). De*tcrmina- 
tion effective de ces fonctions quand on suit integrer Tequation diire'rcntielle. 

Relations avec la thtiorie du multiplicateur de Jacobi. Application a 
1'equation v"= o ct aux problemes de MM. Beltrami et Dini. 



597. Les r^sultats que nous avons obtenus dans le Chapitre 
c^dent nous perxnellent maintenanl d'aborder une question 
interessante, qui a etc posde ct resolue par les Iravaux de MM. Bel- 
Irami et Dini. 

fitant donnes une sphtVe (S) et un plan (P), si, du centre de 
la sphere, on projette les diff<5rents points de cette surface sur le 
plan (P), on etablit ainsi, entre les points de la sphere et ceux du 
plan, une correspondance dans laquelle a toutes les droites du plan 
correspondent evidemment des grands cercles de la sphere. Ea 
d'autres termes, les deux surfaces se correspondent, point par 
pointy de telle manidre qu'ti chaque ligne gdodesique de l j une 
corresponde une ligne geodesiyue de I'autre, 
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Celte remarquable propriety a 6t6 depuis longtemps utilisee 
dans la theorie des Cartes geographiques. Dans l'expos sommaire 
que nous avons donne* des principes de celle theorie [I, p. 1^6], 
nous avons vu que les geometres s'etaient surtout attaches aux 
modes de representation qui conservent les angles et qui assurent 
la similitude des elements infiniment petits. Mais on peut re- 
chercher d'aulres modes de representation, et une Carte dans 
laquelle les lignes godesiques de la surface seraient represented 
par les droites du plan aurait ce grand avanlage, signal^ par 
Lagrange (*), que Ton pourrait aisement construire le plus court 
cheinin entre deux points de la surface, puisque ce plus court 

[ chemin serait represente par la droite qui unit sur la Carte les re- 

[ presentations de ces deux points. 

Les remarques precedentes ont done conduit ML Beltrami a se 

( poser le probleme suivant ( 2 ) : 

I Etant donnee une surface, peitt-on La representer sur le plan 

de telle maniere que les lignes geodesiques de la siwface cor- 
respondent aux differcntes droites da plan? 



(') LAGRANGE, Sur la construction des Cartes geographiques (Nouveaux 
Me'moires de I* Academic de Berlin, 1770, cl GEuvres completes, t. IV, p. 638). 
Voici le passage auqucl nous faisons allusion : 

Si 1'ceil cst dans le centre du globe, la projection se nomme centrale, et elle 
u la proprie"te que tous Ics grands cercles se trouvcnt represented par des lignes 
droites, mais Ics pelils cercles le sont par des cercles ou par des ellipses suivant 
que leur plan est parallclc ou non au plan de projection. On se sert quelquefois 
de cettc projection pour les mappcmondes, et Ton y suppose ordinairement que 
le plan de projection est parallclc a I'^quatcur, moycnnant quoi tous les cercles 
de latitude dcvicnnent des cercles dc mappemonde; mais clle n'est guere usitee 
pour Ics Cartes partkuliercs qui nereprdsentcnt qu'uncpartie dc la surface de la 
Terrc; elle Test davantagc pour les Cartes celestes; et c'est, en ge*nral, a cette 
projection que se reduit toute la gnomonique, les lignes horaires d'un cadran 
quelconque n'6tant autre chose que Ics projections cenlrales des cercles horaires 
de la sphere. 

Au reste, des Cartes ge"ographiqucs construites d'apres cette projection auraient 
le grand avantage que tous Ics licux de la Terre qui sont situcs dans un m6me 
grand cercle du globe se trotiveraient place's en ligne droite dans la Carte, en 
sorte que, pour avoir le plus court chemin d'un lieu de la Terre a Tautre, il n'y 
aurait qu'a joindre ces deux lieux clans la Carte par une Hgne droite. 

( 8 ) BELTRAMI (E. ), JRisolusione del Problema: Riportare i punli di una $u- 
perficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresen- 
tate da linee rette (Annali di Matematica pura edapplicata pubblicati da 
B. Tortolini, t. VII, p. i85; 1866). 
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Soient x et y les coordonnees rectilignes, rectangulaires on 
obliques, d'un point du plan, et soient \ p les coordonnees cur- 
vilignes du point correspondant de la surface. Ecrivons les for- 
mules 

(0 a? = 0(^t*)i y = v(^P)i 

qui etablissent la correspondance entre les points du plan et ceux 
de la surface. A toute droite du plan, d^finie par liquation 

ax -H by -+- c = o, 

correspondra une courbe de la surface d^finie de meme par la re- 

lation 

aO(X, (JI)~H& t>(X, JJL) H-c = o. 

II faudra que cette equation represente une ligne g6od6sique 
et, par suite, qu'en y regardant-? comme des constantes arbi- 

traires", elle donne Tintegrale generate de liquation diff&renlielle 
du second ordre des lignes geod^siques. Le probl^me de M. Bel- 
trami se ramene done imm^diatement au suivant : 

Rechercher si V equation generate des lignes geodesiques 
pent etre mise sous la forme 

(2) a6 -H PH-C = o, 



a, b, c designant des constantes arbitrages et,v desfonctions 
des coordonnees curvilignes X, JJL. 

S98. Pour r^soudre cette question, nous remarquerons que li- 

quation 

P = const. 

definit, d'apr^s les hypotheses pr^c^dentes, une famille de lignes 



Rapportons les points de la surface au syst^me de coordonnees 
defini par ces lignes g6od6siques etleurs trajectoiresorthogonales. 
On aura, pour 1'eiement lin^aire, Fexpression suivante 



(3) 



et 9 deviendra une certaine fonction F(z/, p) de u et de 9, En ap- 
pli quant la formule (8) (n 514), on trouvera liquation diflferen- 
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tielle suivante des lignes geodesiques 

'--iS'-i^-oS"- 

D'autre part, si Ton elirnine les deux constantes -? - entre F^qua- 
1 c c l 

lion (2) et ses deux premieres derive"es, on trouvera 



p,g,r,s, t designant, suivant Tusage, les d<rive"es de F(w, ?). 
Cette equation differentielle, admettant pour inte*grale ge*ne*rale 
1'equation (2), sera ne"cessairement identique a Pequation (4). On 
aura done 

r a dC zs i dC t ^dG 

(5) = -._, ... _ ? _ == __. 

' p G du p G dv p du 

Les deux premieres conditions s'integrent ais^ment et nous 

donnent 

2 = V, 



U et V designant des fonctions arbitraires de u et de 9 respectiye- 
ment. Pour la commodite des calculs, nous changerons la notation 
et nous e*crirons 



v 7 
On deduit de la 

(6) />= , C=~, 

et, par suite, V< designant une nouvelle fonction de P 5 



En portant cette valeur de 9 dans la troisieme Equation (5), on 
trouve la condition 



Cette relation entre des fonctions de u et des fonctions de 9 
devant avoir lieu identiquement, difFe'rentions-la par rapport a u. 



4*4 LIVRE VI. CIIAPITRE HI. 

Nous aurons 

v " - JL / U 'Y 
U* -~ V \U/ ' 



on encore 



Les deux membres cle cette equation doivent evidemment tre 
constants. On aura done 



A designant une constante quelconque. La seconde equation s'in- 
t&gre sans difficult^. On peut 1'ecrire, en cffet, comme il suit 

U' /U'Y AU' 



ce qui donnc, en integrant et en dcSsignant par A* une constante 
nouvelle, 



v 



On dduit de la par derivation 



Or, si Ton fait usage de laformule (4) [H? 4^ 



_ 
HIV ~~ C 



I e)* 



qui fait connaitre la courbure totale de la surface, on Irouve, eny 
remplagant C par sa valeur tiree de la seconde Equation (fi), 

RR' " """"IT ^ ~ k ' 

Ainsi les settles surfaces quipuissent donner une solution du 
probUme propose sont celles dont la courbure totale est con- 
stante. Tel est le r&ultat fondamenlal obtenu par M. Beltrami. 

599. Le lecteur pourra poursuivrc et achevcr les calcuis; mais 
il vaut mieux raisonner de la manidsre suivante. 

Rapportons une surface & courbure constante au syst&me de 
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coordonnees forme* par une famille de lignes geode'siques et leurs 
trajectoires ortbogonales : 1' element lineaire prendra la forme 

(7) dsl 

et Ton devra avoir 

(> 

Si la courbure k est nulle, C sera de la forme 

(9) C^Vtt + V,, 

V et V< dcsignant des fonctions de 9. Si la courbure k est positive 
et a pour valeur * on aura 

(10) C = Vsin -H Vi cos- 
v ' a a 

Enfin, si la courbure est negative et e*gale a -- ~i on trouvera 
de m&me 



(n) 



ficrivons les expressions aorrespondantes de re*lemcnt lineaire 
en changeant dans les deux dernieres u en an ; on sera conduit aux 
tro-is formes 



ds* = rfMH- (Vw H- Vi) dv*> 
sin z^ H- V a cos w 



[/ all _ / W /M _J_ /> W\ 2 ~| 

rfw2+ (v2 - __ H v,2_^-) rfpi , 
\ 2 ' 2 / J 

qui caracterisent les surfaces ^i courbure nulle, positive ou negative. 
Si nous supposons maintenant queles lignes ge'odesiques (-'=const. 
soient celles qui passent par un point donne* de la surface, 11 faudra 
que Ton ait, dans les trois cas, 

G = o pour u = o. 

Cela donne la condition 

V t -o. 

En choisissant convenablement la coordonn^e P, on rgduira en- 
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suite V a Funite; de sorte que 1'element lin^aire se ram&nera aux 
"ormes suivantes : 



16) 
17) 



:jui ne contiennent, comme on voit, aucune indeterminde. 

L'application des methodes que nous avons donn^es plus haul 
'n 579) dans le cas des surfaces de revolution nous conduira ici 
sans difficult^ a 1'equation en lermes finis des ligncs godesiques. 
On trouve ainsi les trois Equations 



'18) A ucosv H- B wsin^H- G = o, 

19) A tang^^ cos^ -+- B tangw sinr -4- C = o, 



20) 

' 



^ui conviennent respeclivementaux elements lincaires dofmis par 
les trois formules (i5), (16), (17) et qui, d'ailleurs, donnent imme- 
Jiatement la solution complete du probleme propose. On voit, en 
sfFet, que, si Ton represente Tune quelconque des surfaces sur le 
plan en prenant pour les coordonn^es rectangulaires x ct y du 
point du plan les coefficients de A et de B dans 1'une des Equations 
precddentes, les lignes geodt^siques de la surface correspondront 
iux droites du plan. 

D'ailleurs, quandon a une telle representation d'unc surface sur 
an plan, on pent obtenir toutes les autres de la manierc la plus 
simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui corres- 
Dondent, dans deux representations distinctes, a un meme point M 
ie la surface, la correspondance etablie entre P et Q sera telle que 
ies droites correspondront a des droites, et ne sera autre, par con- 
sequent, que la transformation homographique la plus generate. 
\insi, quand on a effectu^ une representation de la surface consi- 
leree sur le plan, on les obtient toutes en faisant suivre cette repre- 
sentation, quelque particuliere qu'elle soit, de la transformation 
lomographique la plus generate dans le plan. 

Si, a la place des coordonn^es u et ^, on introduit les coor- 
lonnees rectangulaires x et y du point du plan qui correspond de 
a mantere indiquee au point de la surface, on obtient pour Ies trois 
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formes de J'e'le'ment lineaire les expressions 

(aO 

(22) 

(23) 



d 2 * ^ 2 "*" ^ 2 (& dy y dx 

S ~~ a 



que nous retrouverons plus loin d'une autre maniere et qui onL 
te signal ees par M. Beltrami. 

600. Les recherches que nous venons d'exposer conduisaient 
naturellement au probl&me suivant : 

Etant donnees deux surfaces quelconqucs, peut-on les repre- 
senter I 'line sur V autre, de telle maniere qu j d toute ligne geo- 
desique de Vune corresponde une ligne geodesicjue de Vautre? 

Nous dirons alors que les deux surfaces sont representees Fune 
sur 1'aulre geodesiquement. 

Cette question, que M. Bellrami avail propos^e a la fin de son 
travail, a ete r^solue par M. Dini {*) dans un beau Mdmoire insure 
aux Annali di Matematica. La m(5thode de M. Dini repose sur 
un Elegant th6or&me de M. Tissot, que Ton peut 6noncer comme 
il suit : 

Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, it 
existe SUT* une des surfaces un systeme orthogonal) et en ge- 
neral un seul, auquel correspond sur V autre surface un sys- 
t&me orthogonal. 

Soient, en eflet, M, M^ deux points correspondanls, pris respec- 
tivement sur les deux surfaces considre*es (S) el (Si); a toute 
tangente M* en M correspond une tangente M. { t { en M 4 , en ce 
sens que toute courbe de la premiere surface tangente enMaMtf a 
pour homologue une courbe dc (S<) tangente en Mi aM< t { . II esl 
a pen pr&s Evident, et Ton etablira aisement qu'^i qualre tangentes 



( *) DINI ( U.) Sopra un problema che si presenta nella teoria generate delle 
rappresentazioni geograficke di una superjicie $u di un' altra (Annali di 
Matematica, t. Ill, p. 269; 1869). 
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M correspondent quatre tangentes MI t { de m6me rapport anhar- 
monique. D'apres cela, soient Ms, My les deux tangentes de la 
premiere surface qui vont rencontrer le cercle de Tinfini et MM, 
M 9 les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues 
de (S^. Deux tangentes rectangulaires de (S) sont conjugues, 
comrne on sait, par rapport au faisceau des deux droites Mi, My. 
Pour qu'elles correspondent a deux tangentes rectangulaires dc 
(S<), ilfaudra encore qu'elles divisent harmoniquement Tangle des 
deux tangentes M^, MP. On aura done, pour les determiner, a 
conslrtiire les rayons cominuns aux deux involutions dont les 
rayons doubles sont respectivement Mi, My et Mw, MP. Le pro- 
b!6me comporte, en g&a&ral, une seule solution. D'ailleurs si les 
surfaces sonl reelles et si lacorrespondance, corame il arrive ordi- 
nairement, esl etablie entre des points reels, les rayons doubles 
des involutions que nous venons de considerer seront imaginaires 
conjugues et, par suite, les rayons comnntns aux deux invo- 
lutions serojit necessairement reels. 

Consid^rons sur la surface (S) les courbcs qui admettcnt pour 
tangente en chaque point Pune des droites que nous venons dc 
construire. Ces courbes formeront un sysleme orthogonal, et ce 
systeme sera evidemment le seul auquel correspondra sur (S<) un 
syst&me orthogonal. 

A cette conclusion il y a deux exceptions : i si les deux invo- 
lutions pr6cedentes ont leurs rayons doubles communs, la corres- 
pondance entre (S) et (S<) aura lieu avec conservation des angles; 
et, par suite, tout systeme orthogonal trac6 sur 1'une des surfaces 
aura, dans ce cas, pour homologue un systeme orthogonal trace 
sur 1'autre; a si les deux involutions ont un seul rayon double 
commun, c'est-a-dire si les lignes de longueur nulle d'une seule 
famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux 
families qui composaient le systeme orthogonal viennent se con- 
fondre en une seule, formcSe de ces lignes de longueur' nulle qui 
se correspondent sur les deux surfaces, Cc cas exceptionnel, sur le- 
quelnous aurons Foccasion derevenir, a 6l6 signale parM. Lie (*); 
il ne pent dvidemment se presenter lorsque la correspondance a 



( l ) Mathematische Annalen } i. XX, p. 4 2T Note I du M^moiro d<$j 
Untermchungen uber geodatische Curven. 
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eu entre les points rels de deux surfaces reelles. On peut done 
noncer la conclusion suivante : 

Lorsqu'on a etabli line correspondance entre les points reels 
'e deux surfaces reelles, il existe certainement sur chacune 
'es surfaces un systeme orthogonal reel admettant pour homo- 
>gue un systeme orthogonal. Ce systeme est unique si la cor- 
espondance n'apas lieu avec conservation des angles. 

601. Voici mainteaanl comment M. Dini a fait usage du tho- 
^me precedent. Supposant implicitement que la correspondance 
Lablie entre les surfaces (S) et (S 4 ) a lieu entre des points rels, 
Eminent geometre rapporte ces deux surfaces au systeme de 
:>ordonnes form par les lignes orthogonales qui se correspon- 
ent sur les deux surfaces. Ge sysl&me sera unique si la corres- 
ondance n'a pas lieu avec similitude des elements infiniment 
etits; dans le cas contraire, Tun des syst&mes orthogonaux pour- 
dt ^tre choisi arbitrairement. Soient 

4 ) <& 2 = E du> -h G dv* , d$l = E L du* H- Gj dv* 

s expressions des lments lineaires de (S) et de (S^. L'6qua- 
on diff^rentielle des lignes geod^siques de (S) sera (n S14) 



,5) 



dE i dG 



Ton obtiendrait de mme celle des lignes god^siques de (S^) 
i remplagant E, G par E 1? G<. Pour que les lignes g^odesiques 

correspondent, ilfautetil suffit que les Equations differentielles 
ient identiques. On estainsi conduit aux conditions 



G dv GI 69 

G du E du "~" GI du EI <)a ' 
E ~dv G ~dv """ EI "5iT G7 "5? * 

E Ju ~ El Tu 3 
III. 
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qui devront avoir lieu identiquement. La seconde et la troisi&me 
s'intgrent ais&nent et peuvent etre remplacees par les suivantes 

(?2 == "rfi V3 ' 2 ~ E^ U 3 ' 

\j ^jt i ^i 

oft U designe une fonction de u et V une fonction de 9 . On en 
deduit 

et il ne restera plus qn'a satisfaire a la premiere et a la quatrime 
des relations (26). La substitution des valeurs precedentes de E { 
et de G< nous conduit ainsi aux deux equations 






d'ouFon deduit, en integrant ('), 
E=UJ(U-V), 



U| designant une nouvelle fonction de u et V* une nouvelle fonc- 
tion de 9. 

La question est maintenant r6solue. Lcs <5ldmenls lin^aires des 
deux surfaces sont donnas par les formulas suivantes : 

(3o) rfj= (U 



Us ont Fun eL 1'autre la forrne de Liouville. 

Au reste, en appliquant la formule (a8) (n 883), on rcconnait 
ais^ment queles lignes g^odesiques de 1'une et Tautrc surface sont 
repr6sent6es par 1'equation 



(*) On neglige ici 1'hypothese V = U = const., qui conduirait & deux surfaces 
homothtiques. 
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]ette equation ne change pas, en effet, quand on y remplace U, 

-C7 f7 / * ^1 * Vj I r f 

, V, Vo a, a par Q , , ^, , _ -, ay a? ce qui re- 
it passer de (S) a (Si). 

>02. Telle est la solution que Ton doit a M. Dini. Elle donne 
\ nouvelle et remarquable proprie"te" des surfaces dont 1'e'le'ment 
iaire est reducible a la forme de Liouville. 
lais il importe d'observer, en outre, qu'a chacune de ces sur- 
js on pent faire corresponds geodesiquement non pas une 
le surface, mais une infinite de telles surfaces. En effet, Pele"- 
at line'aire de (S) peut aussi s^crire 



, ^2= [m(U H- A) - m(V -h A)][2i dv> H- ?1 do*] . 

|_ 7)1 JYl J 

^a forme primitive est conserved. Mais U, V, U! , V 4 sont rem- 
its respectivement par ?n(U + h), m(V + ft), -=? - r- En 



- r- 
ym 

ctuant ce changement dans l^ldment Iin6aire de (S^), on aura 
_ i / 

l " m* \ 



^ ette expression varie avec les constantes h et m. On pourrait a 

] igueur fairc abstraction de m dont la variation remplacerait 

< jue surface par une surface homothetique; mais il n'en est 

] > de mme pour h. A clxaque nouvelle valeur de h correspondra 

\ 5l<5ment lin<5aire distinct. 

33. M. Dini a montre comment on pcut d^duire de la solution 

I ^dente les r^sultats obtenus en premier lieu par M. Beltrami. 

1 r ne pas etcndre outre mesure cctte exposition, nous nous 

c .enterons de la remarque suivante. 

onsid^rons la transformation homograpliique la plus g^n^rale 

c > le plan. II requite du th^or^me de M. Tissot que, dans cette 

t sformation commc dans toutes les autres, il existera un systeme 

c ogonal qui se transform era en un systeme orthogonal. Et, de 

j , les re*sultats que nous vcnons d'^tablir permettent d'affirmer 

c I^l6ment Iin6aire du plan rapporte ^ ce systfeme sera n^ces- 



5 a LIVRE VI. CHAPITRE III. 

sairement de la forme 



Or, d'apr&s une proposition <5tablie par M. Liouville (*) et quele 

lecteur retrouvera ais&nent en appliquanl les m^tliodes du n 413, 

les seuls syst&nes orthogonaux pour lesquels I'dlcment lin^aire 

du plan prenne la forme pr<5c6dente sont ceux qui sont formes 

de deux families de coniques homofocales et de leurs varies. 

De la r^sulte une proprit<5 de la transformation homographique 

etablie en premier lieu par M. Richelot ( 2 ) : Dans toute trans- 

formation de ce genre, il existe tin systeme orthogonal, et un 

seul, qui demeure orthogonal apres la transformation, et ce 

systeme est form6 de deux families de coniques homofocales. 

Au reste, cette proposition pent etrc demonlrce de la mani&re 

la plus simple par la Geometric. Soient, en effet, (S) et (S<) deux 

figures homographiques dans deux plans differcnts. Soient A etB 

les points de (S) qui correspondent aux points & 1'infini sur le 

cercle, l^ et J 4 , de (Si). Soient de mfime A< et B< les points de 

(S< ) qui correspondent aux points I et J de (S). Les coniques (K) 

de (S) qui ont les points A et B pour foyers sont inscrites dans le 

quadrilat&re dont les sommets opposes sont A, B et I, J. Elles 

auront done pour homologues dans (S<) dcs coniques inscrites dans 

le quadrilat&re dont les sommets opposes sont I< , J { et A< , B< , c'est- 

a-dire les coniques (Ki) dont les foyers sont A< et Bj. D'ailleurs, 

d'aprfes le th^or^me de M. Tissot, les deux families de courbes que 

nous venons de d^fmir dans chaque figure sont les scules qui con-. 

serventleur orthogonalit<5 aprs la transformation. 

Ce raisonnement sMtend de lui-mehne a la transformation homo- 
graphique dans I'.espace. Consid6rons ? en effet^ dans 1'espace deux 
figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui 
correspondent au cercle G de Tinfini, consid<Sr<5 successivement 
comme appartenant a chacune des figures. 11 est Evident que la 
d^veloppable (A, C) circonscrite 4 A et & C correspondra & la d- 

() LIOUVILLB (J,), Sur quelques cas particulars o^ les equations du mou- 
vement d'un point mate'rwl peuvent s'inte'grer (Journal de Liouville, t. XI, 
p. 36o; 18^6). 

.() RICHELOT, Ueber die einfachste Correlation in zwei raumlichen Gebie- 
ten (Journal de Crelle, t. LXX, p. 187; x868). 
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eloppable (C, B), circonscrite a C et a B. Par suite, au systeme 
es surfaces du second degre ayant A pour focale correspondra le 
ystfeme des surfaces de m&ne ordre ayant B pour focale. II est du 
este facile de prouver que le systeme triple orthogonal ainsi 
orine* est le seul qui demeure orthogonal apres la transformation. 
In effet, si Ton se propose de determiner trois directions passant 
ar un point et telles que les trois directions correspondantes soient 
ectangulaires, cela revient a trouver un triedre conjugue* a deux 
6nes de mme sommet, et le probl&me n'a qu'une solution (* ). 

604. Les mthodes que nous avons suivies et qui sont celles de 
1M. Beltrami et Dini presentent en elles-memes un grand mtere"t. 
}'est ce qui nous a determine a les reproduire. Mais on peut 
raiter aussi les questions prce"dentes en se plagant a un point de 
nue plus general, qui permet une 6tude plus approfondie et plus 
;omplete des resultats que nous avons trotive's. C'est ce que nous 
Jlons montrer rapidemenl. 

On sait que tous les probl&ncies du calcul des variations dans 
esquels il s'agit de trouver le maximum ou le minimum d'une in- 
.egrale simple 

35) 

ionduisenta une Equation dijGf^rentielle du second ordre a laquelle 
loit satisfaire la fonction v et qui est 

36) ! 

>u, en d^veloppant, 



R^ciproquement, donnons-nous a priori une Equation differen- 
ielle quelconque du second ordre 

38) /=<p(z^P ? ^), 



C 1 ) DARBOUX (G.) Note sur un Memoire de M. Dini (Bulletin des Sciences 
nathe'matigues, t. T, p. 383; 1870). 
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et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d'un 
probl&me de calcul des variations, c'est-a-dire s'il existe des int<- 
grales de la forme (35) pour lesquelles I'equalion diflfercntielle 
(87) soit identique a Fequation donn(e (38). Pour qu'il en soil 
ainsi,il sera necessaire et suffisant que la valeur de r" tiree de li- 
quation (38) et port<e dans liquation (37) donnc naissance a une 
relation qui soit v<rifi<e pour toules les valeurs dc M, t>, <>', On 
trouve ainsi la condition 

d*f frf , &f___V _ 
( 3 9) g^i T "+ dfd? * "*" tte' Ou dv ~ ' 

qui est une equation aux d^riv^es partielles du second ordre 4 
laquelle doit satisfaire la fonction f(u, v> v 1 } des trois variables u, 
v, tf. Comme cette Equation admettoujours des solutions, on pent 
enoncer le r^sultat suivant : 

Etant donnee une equation diff&rentielle quclaonque da 
second ordre, elle peut etre assimilee <Putw infinite de ma- 
nieres differentes aux equations du. mtime ordre, qui se pr&- 
sentent dans la recherche du maximum oa du minimum d*une 
integrate simple de la forme (35). En d*autr$s termes, il 
existe une infinite de fonctions f(u> r, v 1 } teW>$ qu<> leur int&- 
grale f prise entre deux points quelconq ties de I'uncdescourbes 
integrates de Vequation consider^) soit maximum ou mini- 
mum. 

605. La determination de la fonction / depend de rint6gration 
de liquation aux ddriv^es partielles (3<j). Gcttc integration est 
beaucoup facilit^e par les remarques suivanles. 

DijGferentions liquation (3g) par rapport i /; nous aurons 

et cette Equation nouvelle, qui est du troisifime ordre, so r^duit au 
premier si Ton prend comme inconnue auxiliairc la quuntite 

M 
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On obtient ainsi pour M 1'equalion lin^aire 
M *P dM ,dM. dM 

M 3$ + **?"*-' -35" + 35- BBO - 

Cette Equation definit ce que Jacobi, gdn&ralisant une theorie 
d'Euler, a appele Ic multiplicateur du systme d'^quations diflK- 
rentielles ordinaires ( i ) 

du __ dv_ ^ dv r 

^ 

Nous aurions pu d'aillcurs d<5duire noire th6orie des rsultats 
que nous devons sur ce sujet s\ 1'illustre g^om^tre; mais il nous a 
sembl(5 pr6f<5rable de d<5velopper tous les raisonnements sans rien 
emprunter a la tlutoric du multiplicateur. 

Pour obtenir 1'intogralc gcn6rale de 1'^quation lincaire (4^), il 
faudra int^grer le syslfemc dVjquations diffcrentielles ordinaires 


du dv dv* /M 



do' 

Si nous prenons d'abord les Equations 
(44) f/t =s v' dti, dv' = cp du, 

obtenues en dgalant les trois premiers rapports, elles ne con- 
tiennent pas M et, par suite, peuvent 6tre int<igr<5es sdpar^ment. 
D'ailleurs l f Elimination de tf conduit a Tequation 



qui n'est autre que la propos6e. Done les integrates du syst^me 
(44) sont les deux intdgrales premi6res 



de F6quation proposie. 

Supposons qu'on ait obtenu ces integrates. En (Sgalant le pre- 



(') Vorlesungen iiber Dynamik, Dixteme 
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mier et le dernier des rapports (43), on aura 
dM. dv , 

1~ T 1 / M :== ' 

M dv' 

On peut, en tirant 9, v ! des equations (,^5), cxprimcr - en 
fonction de u. L'equation pr^c^dente prend alors la forme 



Une quadrature nous donnera une relation belle que 



Y d^signant une nouvelle constante. Si Ton rem place a et (3 par 
leurs valeurs (45), on aura la troisicme integrate du sjsteme (/j3) 
sous la forme 

(46) M<h(*M',o') = Y- 

Par suite, la solution M la plus g<5n<5rale de liquation (4) sera 
determin6e par la formule 

(47) M^( tt ,P,O = ^+.*i), 

ou^d^signe une fonction enti^rement arbitrairc. II rt'sultc de 14 
que le quotient de deux valeurs particuli&res de M sera n&~ 
cessairement une integrate premiere de I' equation propose. 

La valeur de M une fois obtenuc, on dtUerminera cello de/au 
moyen de liquation 



qui s'intfegre par une double quadrature. Dgsignons pnr/ une so- 
lution particuli^re quelconque de cetlc Equation : la solution la 
plus gn6rale sera 



^ et p. d^signant deux fonctions arbitraires de // cl de 9. Mais, il 
importe de le remarquer, cette valeur de /, qui satisfait i li- 
quation (4o) dont elle est la solution la plus g<5neralc ? ne v^rifiera 
pas n^cessairement la veritable Equation du problime, c'esU-dire 
liquation (3g). On peut affirmer seulement que la valeur prc- 
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clente de /, substitute dans 1'equation (3g), rendra son premier 
membre <%al a une fonction de u et de p, puisque la d<$rive de 
ce premier membre par rapport a 9' cst nulie en vertu de liqua- 
tion (4o). 

Effectuons cette substitution; en designant par P la fonction 
de u et de 9 qui resulte de la substitution de / , nous trouverons 
liquation 



- --- p- =o. 
On dv 



Teile estl'unique relation que devront verifier les fonctionsX, JJL. 
Soit X , [JL O un systfone de valours de X, pt. satisfaisant a cette equa- 
tion, syst^me que Ton pourra obtcnir, par exemple, en se donnant 
arbitrairemcnt X et determinant [x par une quadrature. Les va- 
leurs les plus generates do X, [ji scront donn<Jcs par Ics formules 



t)0 e)0 

O~| -- r-j U. 

' 



9 designant une fonction quelconquc de u et de 9. On aura done 
1'expression suivante 



-(48) 



pour la solution hi plus gcnerale de 1'equation (3g). La presence 
de la diff(5rcntielle cxaelc 



55 " c/u 

s'expliquc sans difiiculte. On suit, mi eflct, <[iic cette dJfF6renticlle 
n'a aucun role a jouer et quo Pou obtient la mme equation diff(~ 
rentiellc du second ordre en ehorchant le minimum ou le maximum 
de 1'unc oul'autre des inttfgrales 



En r^sumd, on peut cnonccr les rcSsullats suivants ; 

Toutcs les fois f/ue I'on pourra intvgrer une Equation dif- 
ferentielle du second ordre, on saura determiner par de 
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simples quadratures toutes les integrates 



telles que le probleme de calcul des variations qui leur cor- 
respond conduise d I 9 equation diffirentielle proposee. 
Si Von a obtenu par unprocede quelconqne deux fonctions 

f,f { correspondantes d une m&me equation dijftrentielle, , 
d -^iseront des solutions de r equation lineaire en M (fa)] et, 

09 2 

par suite, le quotient 



sera une integrale premiere de liquation differenticlle pro- 
posee (*). 

Nous aliens maintenanl indiquer quelques applications. 

606. Soil d'abord 1'equation du second ordrc 

(49) ^=o. 

Les integrales du syst^me (43) seront ici 

p ; =a, 9 wp'fJ, M = y. 

Par suite, Tint^grale gdn^rale de lY'quation lindairc en M sera 
donnee par la formule 

(50) M#(O',P a/), 

et la fonction/la plus generate d^finie par 1'dquation (/\i) aura ici 
pour expression 



J = / (p ; a) #(a, p 



( l ) II r^sulte m6me des propositions de Jacobi que, dans cc cas, on pourra 
obtenir par une quadrature I'inte'gration complete de liquation diffdrentielle 
propos^e. Mais la proposition e'nonce'e dans le texte, et qui rdsulte immediate- 
ment des remarques pre"ce*dentes, suffit pour 1'objet actuel dc nos rechcrches. 
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Liquation (3g) alaquelle/doit satisfaire devient 



Si Pon y substitue la valeur pr<5cedente de /, on irouve, apres 
quelques reductions, la condition 



qui permet d^galer \ et JJL aux d<5riv<5es partielles d'une mme 
fonction 9. On a ainsi la valeur definitive de / sous la forme 



(52) / / ((*' a),f(a, P 



T-^'H- T-- 



607. Arrivons maintenant a 1'objct quo nous avons en vue, et pro- 
posons-nous d'abord Ic probl&me de M. Beltrami : Trouver toutes 
les surfaces qui peuvent &tre rcprvsentees geodesiquement sur 
le plan. 

Soient,# et^r les coorelonn<5es rectilignes d'un point du plan. 
Liquation diffdrcntielle des droites sera 

(53) y=o, 

et cette equation subsisterait siVonfaisait line trans formation 
homo graphiq ue quelconque. 

Les variables ;r cty peuvent encore etre consid6r<5es comme les 
coordonn6es curvilignes du point de la surface cherchtSe qui cor- 
respond au point du plan. Soit alors 



ds* =s E dx*-+- 2F dx dy 4- G dy* 

Texpression de Foment lin(Saire de la surface. D'apr6sla question 
propos^c, il faudra quc Fint(5grale 






soit rendue minimum par les courbes int6grales de liquation dif- 
ftrentielle 
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et, par suite, que la fonction 



satisfasse a liquation 

(54) 

Or on a 



d\f __ 



EGF* 



il faudra done que la fonction 



(EG F*) 

d^pende exclusivement de j/ et de y xy*. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit, on le reconnait ais(Jmcnt, que 1'on ait 



(55) 

(EG F*) 8 

<E> designant la fonction la plus g&m>rale, entiere et da second 
degrepar rapport aux variables y 1 , y xy* ( { ). 

Ordonnons la fonction $ par rapport aux puissances de y* , et 
soit 

(56) * = AH-aB/-t.C/*, 

A, B, C 6tant des fonctions de x et de /. Liquation (55) nous 
donnera 

E F (1 

^ 



(EG F^)^ ' (EG F) ' (KG 



(*) En effet, en prenant les d<5riv<5es troisitocs dcs doux mcmbrcs par rapport 
y', on a 



et comme les trois variables y\ y spy' et x sonl ind<5pcnduntcs, celte dquation 
ne peut avoir lieu que si toutes les de>iv<$es troisiimes de <I> sont nullcs, ce qui 
entratne le r^sultat donn^ dans le texte. 
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t de 1& on d^duit 

(EG F*)" = AC B, 

B C 



B2)2 ? "" (AC 

Par suite la valeur de/ sera 



t Ton pourra verifier que celte valeur satisfait effectivement a 
Equation du probl^me, qui est 1'tfquation (5i) ou Ton remplace- 
ait u et 9 par x ely. 
Posons 



stf) das* = 

f sera une fonction homogenc et du second degre des trois va- 
iables dont elle depend, et Ton aura, pour l'<U<inent lin^aire de 
i surface clxeVch(5e, 1'expression 



& 



On peut interpreter comma il suit les rdsultats obtenus. 
Les lignes de longueur nuile de la surface sont dfinies par 
Equation diff<5rentielle 



ui est une Equation de Glairaul et qu'on int^grera en supposant 
y conslante* Dans le plan,jX et JK ocy* peuvcnt 6tre considr6es 
omme les coordorm6es d'une droite dont le coefficient angulaire 
eraity. Liquation pr^cddcnte d^finit done, en coordonn^es tan- 
entielles, une conique quelconque et le d<5nominateur AC B 2 
gal< z(5ro donnera liquation en coordonn^es ponctuelles de la 
ifime conique, II suit de U que les lignes de longueur nulle de la 
urface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes 

cette conique. 

Nous avons d<Sj rappell que liquation (53) se conserve lors- 
u'on effectue une transformation homographique. En s'appuyant 
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sur cette remarquable proprtete, on peut classer tr6s simplement 
les r^sultats obtenus : 

i Si la fonction $ se decompose en deux facteurs, la conique 
se r^duit a deux points, ncessairement dislincts puisque lament 
lindaire ne peut toe un carre parfait. Amenons, par une homo- 
graphic, ces deux points a coincider avec les deux points a Pinfini 
sur le cercle. On aura alors 



;5 9 ) <s> 

et la forme correspondante de Pdl&ment lineaire sera 

;6o) ds* = dx* H- dy*. 

La surface obtenue sera plane ou d^veloppable. 

2 Si la fonction $ est indecomposable, on peut toujours la 
ramener par une transformation homographique, et mfime d'unc 
[nfinit6 de manieres, a la forme 



^e qui revient a supposer que la conique est un ccrcle, reel ou 
maginaire, concentrique a 1'origine. On irouve alors 



,,, _<i*(<te* + <fy*)(xd i r- y dx ) 

as ~ " 



Ces formes de Tel^ment lineaire sont identiques, aux notations 
s, a celles que nous avons deja obtenues plus haul, au n 599. 
Vous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet lorsque nous nous occu- 
Derons de la Gom6lrie non euclidicnne et des surfaces t\ courbure 
sonstante. 

608. Consid^rons maintenant le problfjme de M. Dini et pro- 
3osons-nous, d'une manure gdn^ralc, de trouver deux surfaces 
jui puissent tre repr^sent^es g^odcsiquemcnt 1'unc sur I'aulre, 
Soient 

d$* =a E du* -H aF du dv H- 
ds\ = 



es elements lin^aires de ces deux surfaces. Si Pen pose 
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on pent dire que la meme Equation diflfdrentielle d^finit les courbes 
pour lesquelles Pune ou 1'autre des deux integrates 



est minimum. Par consequent, d'aprs la proposition <5tablie plus 
haul, celte Equation diff^entielle, qui est celle des lignes g^ode- 
siques de la premiere surface, devra admettre Fint^grale premiere 



En faisant Ic calcul, on trouvc 



on, en elevant les deux membres a la puissance ^> 

EG F^ \ E l ^~*F i v[+G i v t * _ 

iGi FJ/ "K^alV-j-Gp'* ~ const - 



On peut mottro celte 6quation sous la forme 



EG F n ^ n 

^= KJ "i -3SS + a1 ^ -3T- ^ Gl ^ const " 

qui donnc immediatemont le X'6sultat suivant : 

Si line surface pout <Ure reprdsentee gdodesiquement sur 
line autre surface, V equation diff&rentielle de ses lignes g&o- 
desiques doit admettre line integrate premiere homog&ne et 

dii second degr& par rapport tt, -~*~, ~~* 

609* Nous sommcs ainsi ramenc a un probl^jme que nous avons 
trait6 dans le Chapitrc pr<Scdent; et il n'est pas difficile de re- 
connaitre que la condition pr<5c<idente, qui est n^ccssaire, est aussi 
suffisante. 

En effet, elle nc peut 6tre remplie, nous Tavons vu, que dans 
les deux cas suivants : 

i L'6l<5ment lin(5aire est r6ductible a la forme de Liouville 
(64) 



54 LIVRE VI. CHAPITRE III. 

Alors liquation des lignes god6siques cst 



a V 



et, en r^solvant par rapport a la constante a, on a I'inU'grale pre- 
mire du second degre 

xrr , rx 

(65) (U - V) 



qui estbien de la forrne (63). En identifiant Ics premiers membres 
des deux equations, on oblient les relations 



d'od Ton d^duit 



La seconde surface aura done pour element liu&urc 
(66) ^ 



ce qui s'accorde bien avec les r^sultats obleuus an n 601, LMlcS- 
ment lin^aire avec deux constanles, donn par la formule (34), 
correspond a la forme plus 



que Ton peut donner 4 Tint^grale du second degrfi (65), 

2 11 y a encore une int^grale du second degr6 quand r<5Ument 
lin^aire est de la forme 



( 6 7) ds* = 4(a? Y'4- Y 



donn^e au n S94. Liquation des lignes godc$siques admel alors 
Tint6grale premiere 
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On peut 1'ecrire sous la forme 



qui eslbien du second degre par rapport aux derivees ^? ^-'- 

En appliquanL la memc molliodc que dans le cas precedent, on 
obtiendra Ferment lin&xire ds { de la surface correspondanle par 
la formule 

(68) &i = . ( ,-Y' uYO^-^'j^V 

Ce cas exceplionuel u 6U: signale, nous Pavons deju dil, par 
M. Lie. 11 ochappe a hi rn6tliode de M. Dini, parce quc la corres- 
pondance etablie entre les deux surfaces csl lelle que le th^orome 
de M. Tissot cesse d'etre applicable. Nous rencontrons ici, en 
effet, le cas d'exception que nous avons signale, ou une des deux 
families de lignes de longueur nulle de la premiere surface admel 
pour homologue uno famille dc ligncs de longueur nulle de la 
seconde. La corrcspondancc 6tant imaginaire, nous nous conLen- 
terons des indications precedenlcs. 



.~- HI. 
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CHAPITUE IV. 

INTITULES HOMOGEHES DE DKUttfc SUPKUIKIU KT 
I/UNE FORMK WITF.RMUSKtt. 

Division des integrates en classes d'apres le nomlm* de lours fuctcurs lim'Mires 
distincts. Equations aux derivccs partielles pur lesquelles on exprime qu'il 
y a une integrate d'une forme de'termincc. Application an ras oft IVlemenl 
lindaire est exprimcS au moyen des coordonnces symetrique*. Equations gS- 
negates. Premiere application; integrate fraetionnairc dont les deux termcs 
sont lindaires par rapport a p el a q\ la valour correspondante <Io X cst rint(S- 

grale gentSrale de liquation E f-> fj; Ics solutions lioiuo^rnos <lo ct*tttj equa- 
tion fournissent P61e*ment lin^airc de ccrUiines surlaocs spirales (|uc Ton pent 
de*terminer par des quadratures. Inlugralc a deux i art curs tli.stirirts; premiere 
me'thode. Un cas particulier du rintcgralc h irois facttMirs. -- InU^ralc & 
deux facteurs distincts; reduction du problems < J'intt'^ration <l*unes equation 
line"aire qui admet un nombre illiiniuS clc solutions hoii 



610. Apres avoir iail uno eludo approi'oinlic du cas on l< pro- 
bl&me des lignes geodesiqucs admct <l<*s inu'^ralos du premier el 
du second degr, nous aliens indiqucr l<s r<i.sullais ohtcnus par 
Bour et les g6om<kres qui Pont suivi on ce (jui con<u*rnc les into- 
grales de degre sup^rieur. Dans le Mthnolre <JIH nous avons citrt 
plus haut, Bour avail considers les inU'gralcs calibres oi Is avail 
classics d'aprs leur dcgr^. M, lionncl, dans <los n*ch<iroh<is resides 
in^diles, aconsid(5r6, le premier, des int<5gTal<s fraeliotinaires ('). 



() L'eminent gdometre a expose ccs rcoherches dans un Cotirs fait la Sor- 
bonne vers 1873. Conside'rant, cu premier lieu, le oan on il ^xist unr intrgrulc 
fractionnaire dont les deux termes sont du pr<mi>r dc^rc par rapport d /> ct ft 7* 
il a montre* que, dans ce cas, on peut dtiu>rmm<r la vultur la plus ^in'ral^ de X 
(1'element line'aire 6tant deTmi par la fornuilu rf* 9 r= 4 X <Ar i/ ^ ) (*t qu'il cxistc 
m6me certaines valeurs particulie'res dc X pour lusqucUi^ on jM'Ut nhtcuir des sur- 
faces admettant cet (Sle'ment lindaire. Nous d&mmlrertmH plus loin <U*H rdsuluts 
par une me'thode nouvelle, M. 0. Bonnet a dit aussi qnclquus mots du ca ofi il 
existe une int(5gralc du troisiimo df^ admettant un fai'lmtr double. 
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Enfin, dans une serie de Communications inserees en 1877 au 
tome LXXXV des Comptcs rendus, M. Maurice Levy a mis en 
evidence ce fait inte*ressant qu'au lieu de classer les integrates 
homogenes o(/? 3 </, u : p) d'apres leur degre par rapport a/? et a <y, 
il vaut mieux les classer d'apres le nombre des facteurs lineaires 
distincts dans Icsquels on pcut les decomposer; c'esl-a-clire que, 
si 1'on pose 

(i) <?(/>?> "i0 =0(w, 

il conviendra de reunir dans line meme recherche toutes les 
grales pour lesquclles le nombre n des facleurs est le meme, les 
exposants constants a/ ponvant d'aiileurs changer quand on passe 
d'une des integrates a une autre de la meme classe. Comme il rst 
permis de donucr a ces exposants des valeurs negatives, la re- 
cherche ainsi enlendue comprendra les integrates fractionnaires 
aussi bicn que les integrales entitsres; et, de plus, si les integrates 
sont entieres, leur degre pourra prcridre des valeurs quelconques 
sans que le nombre dc leurs facteurs lincaires distincts soil, change. 

6H. Nous commencerons en indiquant une forme remarquable 
que Ton pcut donner aux inlcgrales cherchees. Nous avons vu 
(n 590) qn'cllcs doivenl verifier idcntiquement 1'equation 



Or si Ton pose, pour abroger, 



on a 



et un calcul facile permct de mettre liquation de condition sous 
la forme 



Tons le.s termes du second membre contionnent en Evidence le 
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factcur zf 1 , except^ Ic suivant 



qui paraitconlcnir lefacleur :;/ settlement a la puissance a/ i, II 
faudra done, pour quc 1'equaliou soil voriQcc, que rexprcssiou 
(A, /), qui esL du second dcgre par rapport a/> el a <y, suit divi- 
sible pur le i'acteur z; et, par suite, quc Ton ait 



lorsque /; cl // satisfcront a 1'equation 

/ = /> a/7 = o. 

Cetle condition s'interprctc uiscmeut : clle indique que Ton 
peiU irouver unc touclion O/, solution commune des deux rquulious 

r)0 /)() 

A0 = const., -. =tf/-r- 
c) <A' 

En multiplianl cctle fonction par un factour constant convi 1 - 
uablc, on pent Lou jours supposer qu'ellc cst soluhon dc 1'uno ties 

equations 

AO ~ i on AO = o, 

el, si Ton dcsigne scs dcrivees par pi ct y l9 on aura 



Rcmplacanl a; par ccttc valour dans 1'expression dc s, on rr- 
conriait qu'on pent donner aux integrates cUcrchrcs la forme sui- 
vanle 

/~ i 

ou pi, (/; d^signent les derivees d'unc fonction O/, solution particn- 
licre do Tune des rquatibus 

(6) AO/ = 1 ou AO/ 5= o. 

Gette expression, que nous adopterons dans la suite, snnplifir 
beauconp les calculs. II n'sullc dc la formule (i) que, dans ton* 
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Ics cas, Pequation de condition 

(7) U,<?) = 

sc ramene alors a une equation homogene et du premier degre par 
rapport a/> et a q. En egalant a zero les coefficients de p et de q, 
on aura done seulemenl deux equations de condition. Si Ton 
ajoute a ccs deux equations les n relations (6), on aura exprime 
loutes les conditions du probleme et ecrit toutes les conditions 
qui cloivent etrc vcrifiees par les fonctions/, 9; et les coefficients 
K, F, G de IVlementlineaire. 

612. Pour devclopper les calculs, supposons que Ton ait choisi 
des coordonndes sym^triqucs. L'element lineaire aura pour ex- 
pression 

( 8 ) ds- = 4 X dx dy : 

Frquation a inU'grcr deviendra 
(9) ^<7 = X, 

el prendra la forme suivante 



Les Equations (6) deviendront ici 

(II) />l7l =/? 2 ?2 = -^ 

I /equation (7) deviendra, de mcme, 



fl _ 

Lv 

Effccluons les reductions en tenant comptc des equations (11) 
et de leurs derivees; nous trouverons 



P* 



U. */ *f " 

En egalant a zero les coefficients dc p ct de q, on est conduit 
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deux, equations 



ox L pi 

losX Y ^ 



que Fon peut integrer immediatement et remplacer par les sui- 
vuntes 



ou X et Y designent des fonctions arbitrages dependant respecti- 
vement de x et de y\ et il ne reste plus qu'a trouver les solutions 
les plus generates du systeme des equations (n) et (12). On a 
ainsi -4-2 equations contenant A*H-2 fonctions inconnues : /,), et 
les k fonctions 8/. 
Posons 

( $ = mi-*-.. .4- m/^-f-a (3, 
t iJ) < , 

( s = nil -4-. . . 4- 7tt/, 4- p a. 

Nous allons rnontrer que Ton peut, en choisissant convenable- 
rnent les coordonnees symetriques, reduire a 1'unite la fonction X 
si la somme 5 n'est pas nulle, et la fonction Y s'il en est de meme 
de la somme s'. 

Supposons, en effet, que Ton change la coordonne*e x et qu'on 
la remplace par une fonction de x 

04) a-i = p(a?). 

II faudra remplacer A par \vf(x) 9 p par py'(x), pt par /??'( J?), 
et, par suite, /par/fo^j:)]"-*-?, afin que Texpression de cp defmie 
par la formule (10) ne soit pas changee. La premiere des equa- 
tions (12) ne sera pas alteree, mais la seconde sera remplacee 
par une Equation toute semblable ou figurerait dans le second 
membre, a la place de X, la nouvelle fonction 

(.5) X, 

Toutes les fois que s ne sera pas mil, il est clair que Ton pourra 
caoisir pour t r i une fonction de x telle cjue la nouvelle valeur X, 
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Je X se reduise a 1'unite. On demontrera de meme que, si s r n'est 
pas mil, on peutreduire Y a Tunite. 

Si la somnie s est nulle, la foaction X demeure toujoars In 
iieme; mais le changement de variable permet, si elle n'est pas 
:onstante, de la reduire a telle forme que Ton voudra, par exemple 

i x ou a Nous aurons a faJre usage de cette remarque an nu- 

nero suivant. 

Nous ne poursuivrons pas davantage Tetude de la methode 
^enerale, et nous nous attacherons de preference aux exemples 
Darticuliers suivants, dans lesquels on peut achever les int('- 
^rations. 

613. Supposons d'abord que TOD prennc 

16) k = li, at = J3 = o, mi = m 2 = i 

3n aura 

-, - fpqi wi 

j} ^ J pq*-w* 

L'integrale o est fractionnaire et lineaire. C'est le cas considere 
)i\r M. O. Bonnet. Les equations (12) de\iennent alors 



illes donnent, par suite, 

( f - a 



Si les fonctions X et Y se reduisent Tune et Tautre a des con- 
iantes, on reconnaitra aisement que la surface est developpable. 
icartons ce cas exceptionnel; il n'j aura a examiner que les deux 
rypotheses suivantes : 

i Une seule des fonctions, X par exemple, se reduit a une 
ionstante, I'autre dependant reelleraent de y. Ce fait exceptionnel 
le peut se presenter que pour des surfaces iaiaginaires. Un calcul 
jue nous omeltons conduit aux surfaces, deja considerees au 
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n (> 59 i, dont Tt'lement lineaire est reducible a la forme 



LTintegrale lineaire elfraclionnaire correspondante acetteforme 
n'est autre que Tintegrale (22) du n 594 dont le premier membre 

serai t divise par ^~ On trouve ainsi 



on, plus generalement, 

^ ~~ \p 2 Y q -f- mq ' 

m, m' designant des constantes quelconques. 

2 Si X et Y sont de veri tables fonctions, et non plus des con- 
stantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les 
coordonnees symetriqueSj les reduire aux formes suivantes 

(20) X = -, Y -- 

x y 

On aura alors 



L 1 elimination de 9 2 nous conduira a Fequation 



dont le developpement donne 



Nous retrouvons Pequation fif-, -} dont nous avons deia 
1 \a a/ J 

donne 1'integrale au Chapitre III du Livre IV [II, p. 69]. 

Si Ton substitue les valeufs de /, /? 2 et q 2 dans 1'integrale (17), 



elle devient 
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Si Ton tire/? et q des equations 

> T 

pq = A = piqi, ? ' 

oil G designe une constante, on aura 



C . x 

^'^c' f^V'T^' 

Si done on pose 



['equation des geodesiques sera 

^ _ r 

55 - L ' 
Tout se ramene, on le voit, a {'integration de Fequation (22). 

614. L'integrale generale de cette equation est de forme tres 
compliquee; mais nous avons indique les moj'ens d'obtenir un 
nombre illimite d'integrales particulieres tres simples. 

Par exemple, les integrales homogenes de tous les degres, 
definies an n 317 [II, p. 07], peuvent ^tre ntilisees et conduisent 
a des elements lineaires pour lesquels \ est une fonclion homogene 
de x et de y. Ces integrales homogenes ofFrent de Finter^t parce 
qu'on peut alors determiner non seulementl'element lineaire, mais 
aussi certaines surfaces qui admettent cet element lineaire. 

Cela resulte du theoreme suivant : 

Toutes les fois que } dans V element lineaire defini par la 

for mule 

ds* E du,i-i- 2F du dv -+ G dv^, 

E, F, G sont des fonctions homogenes du meme degre m, cet 
element lineaire convient a une infinite de surfaces que Von 
pourra determiner par des quadratures. Ce sont des surfaces 
spirales [I, p. 107] si m est different de 2, et des helico'ides 
ou des surfaces de revolution si m = 2. 

Si I'on fait, en effet, la substitution 
(23) u = e*, = eu> > 
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t * 

{'element lineaire prend la forme 

du' dv' - 



ou A, B, C sont cles fonctions de M', et qui conduira aisement au 
iheoreme precedent si on la rapproche des resultats donnes an 
Livre T, Chapitre IX [I, p. 109]. 

61o. Envisageons maintenant le cas plus general caraclerise 
par les hypotheses suivantes 



m { et m 2 etant quelconques. En elevant 1'integrale a une puissance 
convenable, on ramenera ;?z, a I'linit^. Nous poserons, pour la 
conimodite des calculs, 

jn > = i m i . 

Les soinmes s et s f , definies par les formules (i3), ne seront pas 
nulles ici et Ton pourra, par suite, reduire X et Y a Funite. Les 
deux equations (12) nous donneront alors 



On tire de la en multipliant 

f2\Zm = t 

et, par suite, 

/>i=:*'/>J~ 2 '"' qi 

on, en remplagant A par sa valeur /? 2 
(*7) Pi = pr m q'?, qi 

et il suffira d'ecrire que Texpression 



est une differentielle e^acte pour obtenir Tequation aux derivees 
partielles 



a laquelle devra satisfaire 6 2 . Une transformation bien connue de 
Legendre ramenerait cette equation a la forme lineaire; mais nous 
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aligns revenir plus loin, par une auire methode, sur le cas des 
deux facteurs distincts. Remarquons seulement que, pour m = i , 
on trouve Tequation 

'a =/'2, 

qui correspond au\ integrates da second degre. 

616. Voici encore une autre hypo these dans laquelle on peut 
obtenir la determination effective de la valeur de A. Supposons 
que le nombre k des fonctions 9f se reduise a V unite, mais que le^ 
exposants a et [3 ne soient pas mils. On pourra, en Levant ^ a une 
puissance convenable et en la multipliant par une puissance de 

r-, ramener les valeurs de a, (3, m { a satisfaire aux conditions 
(291 a= p, /??!=r. 

On aura ici 



et, par consequent, si la valeur absolue de a n'est pas egale a- ('}, 

on pourra remplacer par F unite les deux fonclions X, Y qui figu- 
rent dans les deux equations (12). On aura ainsi 

ce qui donne 
et, par suite, 



En exprimant que /?! et ^r, sont les derive*es d'une meme fonc- 
tion, on obtient pour \ Tequation lineaire 



_ 



(*) L'hypothese a = - ne pourrait conduire qu'a des surfaces imagmaires. 
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<lont 1'integrale generale est donnee par la formule 
(35) fi-f- 'laO^j-f-d 2aU~ a .a?= o(X). 

Telle esl la relation qui fera connaitre A. L' element lineaire 
correspondant pourra convenir a des surfaces reelles si a est pure- 
ment iuiaginaire et si cp (A) designe une fonction reelle. 

617. Nous allons maintenant revenir aux integrates a deuxfae- 
teurs distincts pour les trailer par une methode plus simple. 
Soil 

( 34) ? =A"> v}(pq\ gpi) m (pqt qpi}~ 1 

une telle integrale, ecrite avec des variables tout a fait quel- 
conques. Si Ton rapporte la surface aux deux families de courbes 

coordonnees 

Oj = const., 2 = const., 

T integrale consideree se ramenera a la forme simple 

P m 

^__ 

q 

ou k designe une fonction inconnue de u et de p. D'ailleurs les 
deux families coordonnees etant formees de courbes paralleles, 
Telenient lineaire de la surface aura pour expression (n 527) 

- 2cosa du dv 



- : 

sin 2 a 

On aura ici 



Posons 



et ecrivons ['equation de condition 



nous serons conduits aux deux relations 



d\ dh 

- ^r- T~ 

vv dv du 



X - -j- / __ 



lj* _*_?*_, 

<*W (?M (Jp 
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qui determineront a la fois A et h. Comme la premiere s'ecrit 



d . , dh 

_-(AA) = --, 
dp v ' du 



on v satisfera en prenant 



designant une fonction aaxiliaire. 
On a done 



__ 

. du , t)7 

A = -T , h = , 

C/O 1 W 



et, en portant ces valeurs de h et de ), dans la seconde equation, 
on troirve 

dv 



f . 

TT -T- ( I H- /?l) i - r- = O. 

du* / du ' dudv 

EffecLuons la substitution de Legendre et poson* 

dv d? r)s d? 

x = T" ' y = j~ > ^ = J^- -- he- -- ff ; 

da ^ dp dw dp 

s, consideree comine fonction de x et de y^ sera definie par Te- 
quation 

(42) y( r ~ 



qui est lineaire et beaucoup plus simple de loute maniere que 
celledun615. 

On apercoit immediatement une infinite de solutions homogenes 
de cette equation 

2 (l -h 



et, d'une maniere tout a fait generale, 



F designant la serie hyperg^ometrique de Gauss ou toule autre 
solution de Tequation du second ordre a laquelle satisfait cette 
serie. II sera done aise, si Ton suit les regies employees en Physique 
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malheinalique, de former des series on des integrates definies sa- 
lisfaisant a Tequation et contenant des constantes ou des fonctions 
arbitraires. 

018. On pourrait aussi essayer d'appliquer a Fequation (4a)les 
methodes exposees dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait 
commencer par la ramener a la forme normale en integrant Fe- 
quation diflerentielle des caracterishques. Cette integration est 
possible, mais elle parait conduire a un resullat complique. 

Si Ton pose 

i |3) x x\!m+-y, y'x\/my, 

{"equation prend une forme un peu plus simple. 
Elie devient 

[i'3m -f- i )X -^ ( i m}y'\r' [( 3/?i 4- r)7'-f- (i m)x']t' = o. 
Dans le cas ou Ton a 



file se reduit a la suivante 

Les equations des caracteristiques sonl alors 

i 
y *ix'*= const. 



Fequation prendra la forme nouvelle 

d*z _ dz dz 
'd^,- m d*^ n ^ 

ou m et n sont des fonctions a determiner. On obtient leurs va- 
leurs rapidement en employant Fartifice suivant. L'equation (44) 
admet evidemment les deux solutions 



i 



Exprimant que ces solutions appartiennent a la nouvelle equa- 
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lion, on trouve les deux relations 



= o, -A- - = (77i /i)(a 



d'ou Ton deduit 

et Fequation devient 



C'est r equation E(i> g) qui rentre dans celles que nous avons 

etudiees et integrees [II, p. 54]- 
L'integrale correspondante 



4 



peut, par nne elevation a la puissance 3, tre remplacee par 
une autre 



qui sera entiere et du quatrieme degre, mais aura un facteur 
triple. Ainsi nous savons determiner completement la forme de 
Tel6ment lineaire qui correspond a ce cas special de Fintegrale 
homogene du quatrieme degre. 

619. Les recherches pr^cedentes admettent pour point de 
depart la classification des integrates que nous avons donnde au 
n 610, d'apres Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Levy. Mais, au 
lieu de separer les integrales d'apres leur degre ou le nombre de 
leurs facteurs distincts, on peut se demander s'il en existe d'une 
forme determin^e, s'il y en a, par exemple, qui ne contiennent pas 
quelques-unes des variables w, f, /?, q. En nous placant a ce point 
de vue, nous avons ete conduit aux deux r^sultats suivants, qui 
nous paraissent nouveaux et que nous allons presenter d'une ma- 
niere synthetique. 

Si Ton pose, pour abreger, 

_ G f _ F _ E 

(47) e "EG F* '""EG F*' ^~~EG F*' 
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liquation qu'ii s'agit d'integrer sera 



Supposons que e, /, g aient les valeurs suivanles 

f e = an -f- bv -- c, 

({9, | /= ft'u-^b'v^-c', 

( g = a" M -r- b" v -+ c", 

qui sont lineaires par rapport a a et a p; on reconnaitra aisement 
qu'il existe une integrate cp ne dependant que de p et de q. 

En effet, si Ton suppose o independante de a et de y, Tequation 

<le condition 

(A, o) = o 
nous donne siraplement 



*- (ap*~ %a' pq H- a" q 1 )-*- -- ('/? 2 -h ib' pq -+- b" q* ) = o. 

Les coefficients ne contenant ni ni p, il existe bien une fonc- 
lion o qui satisfait acette equation aux derivees partielles. Pour la 
determiner, il faudra integrer Fequation homogene 

dp ( bp- -r- 4 2 b'pq -r- b" q- ) dq ( ap* -4- 2 a' pq + a q* ) = o . 
Par exemple, on pourra prendre 

/( bp- -i- a b' pq -+- 6" </ 2 }dp ( ap' 2 -f- 9 r//?# -- a" q^} dq 
p(bp--r-2,b'pq -H 6"^r 2 j q(ap*-r--ia' pq H- a' 7 ^ 2 ) 

Des formules (47) on deduit facilement Felement lineaire de la 
surface. On a, en eSet, 



( >n 

et Ton deduira de la 



620. Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion de 
tons les cas particuliers qui peuvent se presenter ici et qui sont 
assez nombreux. Nous indiquerons seulement les suivants. 

Prenons d'abord 

(53; e = v. /=o, g = u. 
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LTelement lineaire sera clonne par la formule 

civ* 



1 
V U 



L'integrale 'f, qui se reduira ici a ^ log(/> 3 ^ 3 ) ? nous donnera 
Fequation 

.55; y>'-^=C, 

qu'il faudra joindre a la suhante 
(56) r/?*-Hw0* = i, 

pour determiner p et q. Ce cas special a ete deja signale par 
Laguerre ('). 

L'element lineaire etant homogene, on pourra determiner effec- 
tivement des surfaces spirales qui adniettent cet element (n614). 
II en est de menie, dans le cas general, toutes les fois que les f'onc- 
tions e, /, g ne sonl pas lineairemerit independantes. Alors une 
substitution de la forme 

u \ u -+- a, v\v-~ $ 

permettrade rendre homogene Ferment lineaire de la surface. 
Nous signalerons encore lecas particulier suivant 

(5;j e = u, /=/nr, .?"=> 

On aura ici 1'integrale 



en sorte que p el g seront determines par cette equation jointe a 
la suivante 

( 5g ) up- -r- >. mvpq -+- q 2 = i . 

Mais on pent trouver une seconde integrale en remarquant que, 
si Ton fait la substitution 

(,6o) v- 2r', 



( l ) LAGUERRE, Sur an genre particulier de surfaces dont on peut deter- 
miner les lignes gdodesiques (Bulletin de la Societe mathematique, 1. 1, p. Si; 

1878). 

D. III. 6 



# ? LIVRE VI. CIIAPITRE I\. 

1'cquaiion precedente devient 



et appartient encore a la forme que nous etudions. 11 y a done une 
nouvelle integrale de la forme 






En la recherchant et en la combinant avec I'integrale (58), on 
oblient le resullat suivant : 



vq 

J 



i p 



[/elimination de p et de q entre les trois equations (58), (5g) 
et (62) donnera en termes finis Tequation generale des lignes 
geodesiques. 

L'element lineaire de la surface correspondante a pour expres- 
sion 

du- o /??P du dv -J- u dv- 

*= - -- 



Si Ton introduit la variable r ; , il prendra la forme homogtne 
v\du~ '27?i du dv') -i dv'' 2 

( 04 ) ds~ - ; - ^ ', - - -- 

v 9 (u 2 m 2 r ) 

On pourra done encore obtenir des surfaces spirales admettanl 
cet element lineaire. 

621. Considerons maintenant les surfaces dont Telemenl li- 
neaire est reducible a la forme generale 

( 65 1 ds* = V [ du* H- ( K-+- Y! f dv*], 

ou V, Vi designent des fonctions quelconques de p. l/equation a 
inlegrer devient ici 



Cherchons si Ton ne pourrait pas y satisfaire en prenant pour 
une fonction lineaire par rapport a u 
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P et O etant des fonctions de v. On trouvera ainsi la condition 



qui nous conduit aux deux equations 

(6 7 ) Q'-P'V,. P^P'^V. 

II faudra done d'abord integrer I'equation differentielle 



(68, PS 

puis O se determinera par une quadrature 

(6 9 > Q ^f \\d\\ 

L'integration de I'equation differentielle introduira la constanle 
arbitraire dont la presence est necessaire pour assurer la generalite 
necessaire a la solution 8. 

Ici, on le voit, le succes est moins grand que dans les exeniples 
precedents. On n'a pas la solution complete du probleme; mais 
on a fait un pas vers cette solution et Ton peut dire que Ton a 
ramene Tintegration de Fequation differentielle du second ordre 
des lignes geodesiques a celle de 1'equation (68), qui est seule- 
ment du premier ordre. 

Dans le Memoire que nous avons cite plusieurs fois, M. Lie avail 
deja signale une proposition du mme genre relative a la determi- 
nation des lignes geodesiques des surfaces spirales. Ce premier 
resultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que 
nous venons d'etablir. Onreconnait, en eflet, tres simplement que 
F element lineaire (65) se reduit a celui des surfaces spirales les 
plus generates quand on y fait 

V, = o. 
On a alors 

(' 70 ) ds* = V ( du* -i- u 1 dv*), 

et, si Ton effectue la transfoi^mation definie par les formules 

(70 tt^e"' 
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on est conduit a la forme 



qui convient, nous Favons de"ja remarque (n 90), a une infinite 
de surfaces spirales. 

Dans ce qui precede, nous avons deja appris a determiner com- 
pletement les lignes geodesiques d'un nombre illimite de surfaces 
spirales. De la resulte, on le reconnaitra sans peine, qu'on pourra 
integrer 1'equation diffe*rentielle (68) dans un nombre illimite de 
cas et, par suite, determiner, pour une infinite de formes de la 
fonction V, et quelle que soit la fonction V 4 , les lignes geode- 
siques des surfaces correspondantes (*). 

L'element lineaire defmi par la formule (65) pent tre trans- 
forme de lamaniere sun ante. Nous avons deja montre* [n 70] que, 
si Ton pose 

+ \ r i ) 2 d^, 



ds f sera Felement lineaire d'un plan rapporte a des lignes droite.s 
(p= const.) et a leurs trajectoires orthogonales (u = const.). 
Soient x et y les coordonnees rectangulaires d'un point de ce 
plan, qui seront des fonclions de u et de p. On aura 



et, par suite, on pourra ramener ds- a la forme suivante 
( 7 4) <fc 



(') Une surface spirale peut etre soumise, nous 1'avons vu, a une deformation 
homothetique continue, dans laquelle la surface ne cesse pas de coi'ncider avec 
elle-meme. Dans cette deformation progressive, une ligne geode"sique vient oceuper 
une serie continue de positions dont 1'ensemble constituera une famille. Les 
trajectoires orthogonales de cette famille de ge'ode'siques se de"termineronl tou- 
jours (n B 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaltre une solution 
de 1'equation 

Ae = i; 

cette solution particuliere est precisement celle que nous obtiendrons ici par 
Integration de 1'equation (68). Toutes les fois que Ton saura determiner par 
une methode quelconque les geodesiques de la surface spirale, on pourra dom- 
aussi obtenir par une quadrature 1'integrale ge*ne*rale de liquation correspon- 
dante (68). 
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Vest une quantite qui doit demeurer constante avec t>, c'esl-a-dire 
sur les droites d'une famille donne*e; elle sera ne*cessairement de- 
terminee par une equation de la forme 

( 7 5) .T = *?(V) + <KV). 

Telle estl'expression nouvelle que Ton peut donner a Felement 
lineaire (65). 

Si Ton applique maintenant le principe de la moindre action 
III, p. 4oo] ; on reconnaitra que la determination des lignes geode- 
siques e*quivaut a la solution d'un probleme de Mecanique dans 
lequella fonction des forces serait V et 1'equation des forces vives 

^ =2 V. 
De la resulte le theoreme suivant : 

La solution de tout probleme de Mecanique dans le plan 
pour lequel il existe une fonction des forces, les lignes equi- 
potentielles etant des droites d'ailleurs quelconques, seramene 
a V integration d\me Equation different ie lie du premier ordre 
et du second degre de la forme (68). 
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CHAPITRE V. 

LE PLUS COURT CHEMI3 EKTUE DEUX POINTS B^UNE SURFACE. 

Comparison d'un segment de geodesique a tous les chemins iniiniment voisms 
reunissant ses extremites. Considerations geome'triques; enveloppe de toutes 
les geodesiques passant par un [point. Enonce d'une propriete generate qui 
s'applique a un grand nombre de problemes de maximum. Methode analj- 
tique de M. 0. Bonnet. Determination des geodesiques infmiment voisines 
d'une geodesique donnee. Deux theoremes de Sturm sur les equations diffe- 
rentielies Hneaires. Application aux lignes geodesiques. Formule qui 
donne la variation de longueur d'un arc de courbe quelconque. Conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une surface 
limitee d'une maniere quelconque. Extension que 1'on peut donner au pro- 
bleme du plus court chemin. Introduction de la notion de la longueur re- 
ditite d'un segment de geodesique due a M. Christoffel. 



622. Nous avons vu que, si Ton prend deux points suflisamment 
rapproches A et B sur une geodesique, cette ligne sera le plus 
court chemin entre les deux points. Mais la demonstration que 
nous avons donnee cesse, en general, d'etre applicable quand les 
deux points s'eloignent Tun de 1'aulre. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de la sphere. Dans ce 
cas, la geodesique sera un grand cercle; si Fare AB, d'abord plus 
petit qu'une demi-circonference, augmente et finit par depasser 
cette limite, il cessera d'etre la ligne la plus courte entre A et B, 

Nous allons considerer une surface quelconque, et nous nous 
proposerons le probleme suivant : Etant donnes deux points A 
et B sur la surface, determiner le plus court chemin entre ces 
deux points. II est impossible de resoudre ce probleme d'une ma- 
niere generale ; mais nous allons faire connaitre diffe'rentes propo- 
sitions qui permettfont de Paborder dans chaque cas particulier. 

Construisons toutes les geodesiques passant en un point A de 
la surface et soil (g) Tune d'elles (fig. 89). Supposons que la 
geodesique infmiment voisine (g f ) aille rencontrer (g) en un ou 
plusieurs points et designons par B 7 celui de ces points qui est le 
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plus rapproche de A. Je vais montrer que, si Ton prend un point 
B sur la ligne (g') 3 Tare AB sera plus petit que tout autre chemin 
infiniment voisin reunissant les memes points, tant que le point 

B sera situe entre A et B'. 

Fig. 3g. 



En effet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons 
par le point A deux geodesiques AC, AC' qui iront renconlrer AB 
pour la premiere fois en des points voisins de B' et considerons la 
rt'gion de la surface limitee par la courbe CDED'C'C formee du 
trait C'C reunissant les deux geodesiques et voisin de B, des deux 
portions CD, C'D' de geodesiques et de la courbe DED' entouranl 
le point A. II est clair que la region ainsi definie jouit de la propriety 




que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe 
ime seule gcodesique situee tout entiere dans la region. Alors les 
points de la region pourront etre rapportes au svsteme de coor- 
donnees cur\ilignes forme des geodesiques passant en A et de leurs 
trajectoires orthogonales ; la demonstration du n o2l s'appliquera 
sans modification, Tare AB sera plus court que tout autre chemin 
Irace sur la region et, par consequent, que tous les chemins infini- 
ment voisins. 

Nous allons voir que cette propriete ne subsiste plus quand le 
point B est an dela de W. Pour cela nous emploierons la notion 
suivante, qui est due a Jacobi ( 1 ). 

C 1 ) Voir, par exemple, JACOBI, Vorlesungen iiber Dynamik. Sixieme Lecon. 
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Ptiisque nous supposons que la ligne geodesique (g) est ren- 
rnntree par les geodesiques infiniment voisines partant de A, nous 
poinons* admettre quo cette propriete appartient a une infinite de 
geodesiques passant en A, que ces geodesiques ont nne enveloppe. 
Soit PO cette enveloppe (fig. 40 el soient AB', AB, deux lignes 




geodesiques lu touchant en deux points B', B,. La ligne PQ pou- 
Nanl etve regardee comme la developpee du point A, on aura. 
quelle que soil la grandeur de Tare B'B',, 



arcAB' = arc AB; 

Cela resulte immediatement de la formule relative a la differen- 
lielle d'un segment de geodesique, donnee au n 32o [II, p. 417]. 

D'autre part, Tenveloppe PQ ne sera jamais une ligne geode- 
sique. En effet, en chacun de ses points, elle est tangente a une 
des lignes geodesiques partant de A, et Ton sait qu'il j a une seule 
ligne geodesique passant par un point et j admetlant une tangente 
determinee. Done la ligne PQ ne saurait etre geodesique. 

D'apres cela, si Ton considere le chemin forme par AB'< et par 
Tare B',B', chemin qui est e*gal a Fare AB' ? il sera possible de 
substituer a la seconde partie B f ,B' de ce chemin une route plus 
courte. Remarquons d'ailleurs que, si B^ est infiniment voisin de 
B f , le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB ; ; done Tare 
AB 1 pent etre remplace par un chemin infiniment voisin et plus 
court. 

II en sera de meme, a fortiori, si le point B est au dela de B ; ; 
car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que Tare AB, de 
prendre Tun des chemins plus courts que AB' qui aboutissent en 
B' et ensuite de parcourir Tare B'B. 

623. La demonstration precedente repose sur des considerations 
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de conlinuite et sur Thvpothese de F existence d'une enveloppe. 
Nous allonsen donner une autre plus analytique. Mais auparavant 
nous appellerons Fattention sur un fait qu'elle met en evidence, 
etqtii est un cas particulier d'une loi qtii parait s'appliquer a tous 
les problemes de maximum ou de minimum. 

Reprenons Fare AB' egal au chemin AB,B' et supposons qu'en 
substituant a Fare B'B', de Fenveloppe la route la plus directe 
entre ces deux points, on raccourcisse la route d'une longueur h. 
On pourra done aller de A en B' par un chemin e*gal a AB' A, 
h etant une quantite finie. Prenons en avant de B' un point [3. On 
pourra y parvenir, soit par Fare Aj3 

A = AB' B'P, 

soit par le chemin AB' h qui passe en B r auquel on fera succeder 

le chemin B' B 

AB'-A-i-B'p. 

Or ce second chemin sera plus court que le premier Ajl tant 
qne B'[3 sera inf^rieur a la quantite finie - Done la ligne geode- 

sique cessera d'etj^e le minimiun absolu avant de cesseT d'etre 
minijnum relativement aux chemins qui s'en ecartent infini- 
ment pen. 

En resume, il y aura autour du point A deux courhes distinctes : 
Tune sera le lieu du premier point ou chaque ligne geod^sique est 
rencontree par une autre godsique de longueur egale; 1'autre 
sera Tenveloppe des lignes godesiques. Si le point B se deplace 
sur une des g6odesiques AX (fig* 4^), le chemin AB demeurera 

^g. 42. 




le minimum absolu tant que le point B n'aura pas atteint le point 
G de la premiere courbe pour lequel la geod^sique devient egale a 
une autre geodesique termin^e aux memes points. Cela est evi- 
dent, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B 
est tres voisin de A, ne peut perdre cette propriety qu'au moment 
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ou il decent egal a un autre chemin. La ligne AB cessera d'etre 
minimum absolu des que le point B depassera le point C (), 
mais demeurera minimum par rapport aux chemins infmiment 
voisins, tant que B n'aura pas atteint le point ou 1'enveloppe des 
jjeodesiques est touchce pour la premiere fois par AX. 

Dans cerlaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes pre- 
cedentes pourront se confondre et la loi que nous signalons dis- 
paraitra. Cest ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de la sphere 
ou pour Tensemble des meridiens d'une surface de revolution. 

La loi generaie que nous venons de signaler se retrouvc dans 
Tetude de tons les problemes de maximum ou de minimum. Gon- 
>idoroDS, par exeEnple, une courbe plane PP' (fig. 13), et suppo- 

Fig. 43. 




([ii'ilsons s'agisse de trouver le plus court cliemin d'un point M 
pris dans le plan de cette courbe a la courbe elle-meme. Ce chemin 
ne pent etre, comme on sait, qu'une des normales menees de M 
a la courbe. 

Considerons I'une d'elles, norniale en P 7 et soit C le centre de 
courbure relatif au point P. Le Galcul infinitesimal nous apprend 
que, tant que M sera du meme c6te que le point P par rapport a 
G, la normale MP sera plus courte que tons les chemins infiniment 
voisins. Mais supposons que M vienne en C et soit C'P' une autre 



( ] ) En eflet, suit D' une position de B un peu au dela de C. Le chemin AD' 
esi egal au chemin AMDCD', et il est evident que 1'on raccourcira ce dernier 
riiemm st, arrive en un point D tres voisin de G, on se dirige directement vers 
le point D' par Tare DD'. II est done impossible que AD' soit le plus court 
ehemin entre A et D'. 
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normale a la courbe. D'apres les proprietes dela developpee, nous 
aurons 



et, par suite, 



CP = C'P'-f-arcCC' 
CP>G'P'--cordeCC'. 



On demontrera par suite, comme on Fa fait plus haut, que la 
normale MP cessera d'etre le plus court chemin d'une maniere 
absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le 
point C. 

Comment cela peut-il s'expliquer? Quand le point M s'est 
deplace de P vers C, il y a eu nn instant ou une autre normale 
menee a la courbe a eu la mme longueur que MP. Ensuite, cette 
seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la 
propriete d'etre le minimum absolu, demeure encore plus courte 
(jue tous les chemins infiniment voisins jusqu'au moment ou le 
point M vient coi'ncider avec le centre de courbure. Une discussion 
complete du problenie doit done faire intervenir, en meme temps 
que I'enveloppe des normales, le lieu des points d'ou Ton peut 
inener a la courbe deux normales egales. C'est ce que montre 
clairement Texemple de Tellipse (fig- 44)- Ici le lieu des points 




d'ou 1'on peut mener deux normales egales se compose des deux 
axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en H avant de 
devenir tangente a la developpee en C. Quand le point M sera du 
me'me c6te que P par rapport a H, ily aura minimum absolu; de 
H a Cj le minimum n' aura plus lieu querelativement aux chemins 
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infiniment voisins. Au dela de C, la normale ne sera plus d'aucune 
maniere un chemin minimum. 

On serait conduit a une discussion analogue si Ton demandait 
le chemin rectiligne le plus longque Ton puisse mener d'un point 
a Fellipse. 

624. On peul eludier la question que nous venons de resoudre 
en suivant une methode toute differente qui conduit a des proposi- 
tions elegantes et qui a ete employee en premier lieu par M. Ossian 
Bonnet ('). 

SoitMQM' une ligne geodesique (fig. 45). Pour determiner les 

Fig. 45. 




points P de la surface qui sont dans le voisinage de cette ligne, 
nous emploierons le systeme de coordonnees form par les lignes 
geodesiques normales a MM' et par leurs trajectoires orthogonales. 
Alors, si u designe la longueur de la normale geodesique abaissee 
de P sur MM' et si t> designe la longueur de Pare MQ, Felement 
lineaire de la surface sera donne par la formule 

ds* = du* -r- G dv* \ 

C estune fonctionde u et de v qui doit se reduire a i pour 11=20. 
De plus, si Ton exprime que la ligne MM/ est geoddsique, on 
aura 

dC 

-- = o pour u ~ o. 

Remarquons d'ailleurs qu'en vertu de la formule de Gauss on a, 
pour toutes les valeurs de u et de c, 

d*C C 

du* ~ RR'" 



( l ) 0, BONNET, Sur quelques proprietes des lignes geodesiques (Comptes 
rendus, t. XL, p.i3u;iS5o). Note sur les lignes geodesiques (M6me Recueil, 
t. XLI, p. 32; i85i). 
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Cette formule nous perinet de developper C suivant les puis- 
sances de it] et, en tenant compte des resultats que nous venons 
d'indiquer, on obtient le developpement suivant 



ou nous negligeons seulement les termes du quatrieme ordre par 
rapport a u. Les valeurs des coefficients ^ et j-fgi*/) sont 
prises pour u = o. 

Gela pose, menons par les points M, M' une ligne MPAF s'ecar- 
tant infiniment peu de la ligne geodesique et pour tous les points 
de laquelle it sera une fonction infiniment petite de v. L'arc de 
cette ligne aura pour expression 



u r designant la derivee de u et les ternies negliges contenant tous 
4 en facteur. Si nous supposons que la derivee u' ne devienne 
jamais infinie et soit, par consequent, de 1' ordre de u (*), nou- 



(*) Nous introduisons ici, on le remarquera, une hypothese restrictive que 
nous pouvions laisser de c6te dans notre premiere melhode : par sa definition 
meme, la fonction u est infiniment petite pour tous les chernins infiniment voi- 
sinsdela ligne geodesique; mais, pour assurer la convergence de notre develop- 
pement en serie, nous sommes obliges maintenant d'ajouter la condition que la 
derivee u' soit infiniment petite comme u et ne devienne jamais infinie. Or c'est 
ce qui n'aura pas lieu si Ton prend des valeurs de u telles que les suivantes : 

I i. 

* 



. 

- 



oil a est une constante infiniment petite et o(t>) une fonction finie pour v o. 
Des difficultes du mme genre se presentent dans Tetude generale des problemes 
du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum 
de i'inte'grale 

//(# y, />y")dx, 

remplacer y par y -+ oy et developper en serie revient a admettre que la fonc- 
tion oy de x est telle que ce developpement en serie soit toujours possible, c'est- 
a-dire que les derive"es Sy', oy" de By ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi 
que les methodes directes au moyen desquelles nous avons etabli les proprietes 
de minimum relatives aux lignes g^odesiques sont preferables a celles que Ton 
peut deduire du Galcul des variations et qu'elles nous perniettent d'etablir un 
resultat k la fois plus precis et plus etendu. 
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aurons, en negligeant les termes du quatrieme ordre, 



i T 5i f ' " 2 w3 d I [ M 
(2 , , - MM' - - J a [ iQp - TO ^ ( RFJ J *' 

Bornons-nous, dans la formule precedente, aux termes du second 
ordre qui, lorsqu'ils ne sont pas mils, donnent leur signe a la 
variation de Tare ; on aura 



,3, - MM '= 

Si la surface est a courbures opposees, cette variation sera tou- 
jours positive. Done, dans ce cas, la ligne geodesique necessera 
jamah d'etre la plus courte si on la compare seulement aux 
chemins injiniment voisins. 

Supposons, au contraire, la courbure positive. Kintegrale pre- 
cedente se composera de deux parties de signes contraires. Pour 
determiner son signe, nous introduirons ies solutions dePequation 



el nous allons, en premier lieu, indiquer la signification geome- 
trique de ces solutions. 



. Pour cela, considerons, d'une maniere generale, un sys- 
teme de coordonnees dont 1'une des families soit formee de lignes 
geodesiques. L'element lineaire de la surface sera donne par la 
formule 



et Cdv representera Fare de la trajectoire orthogonale compris 
entre les deux, lignes geodesiques (p) et (p-hrfp). En d'autres 
termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu'il 
faudra elever en chaque point de la geodesique (p) pour obtenir 
la geodesique (p-j-rfp). Supposons 9 et dv constants; les diverses 
valeurs que prend la quantite G d9 en tous les points de la geode- 
sique (?) seront des fonctions de u, c'est-a-dire de Tare de cette 
geodesique compte a partir d'une origine fixe. Or on a, en vertu 
de la formule de Gauss, 



RR' 
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Si done on pose Gdvp, on voit que p satisfera a Fequalion 
fferentielle 



jP _ P_ 

3 du* RR' ' 

; qui conduit an theorem e suivanl : 

Etant donnee line ligne geodesique quelconque, si Von de- 
t>ne par u fare de cette geodesique compte a partir d'urn* 

ngine quelconque et par 75-57 la courbure de la surface, qui, 

mr les differents points de la ligne geodesique, sera line 
mction de u, la longueur p de la normale qu'ilfaudra elever 
i chaque point de la geodesique, pour obtenir la geodesique 
ifiniment voisine, sera line f auction de u qui devra satisfaii e 
V equation lineaire (5). 

Cette equation (5) coincide, aux notations pres, avec 1'cqua- 
on (4)? et nous avons ainsi Interpretation geometrique de la 
inction p. 

An reste, on pent chercher directement le minimum de Tiji- 
ffrale 



ii donne Pexpression approche'e de Tare de toute courbe infini- 
entvoisine de la geodesique MM'. Si 1'on recherche celle de ces 
)urbes qui passe par deux points donnes (^ ? ^0)7 (w 1? v { ) et 
Dur laquelle Tintegrale precedente estun minimum, Implication 
are et simple des regies du Calcul des variations montre imme- 
latement qu ? elle doit etre definie par 1'equation differentielle (4^ 
>n retrouve ainsi, de la maniere la plus simple, le resultat prc ; - 
MenL. 

626. Supposons qu'il soit possible de trouver nne solution p 
e Fequation (4) ne s'annulant ni pour M, ni pour M 7 , ni pour 
ncun point compris entre M et M'. Si nous posons 



devra s'annuler comme u pour les points M et M' et U ne de- 
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viendm januds infmi entre M et M'. En substituant la valeur 
precedente de u dans la formule (3), on aura 

o. . - - / ( p " -T- RR , y 



* X 

ou, en reniplarant ^ par 



o MM' = - f ( '-V*' 2 + 2 } ^>/ -+- / >2 ?/a ^ ^ 
2 - ; 



A etanl mil aux deux Jinnies et fini dans 1'inlervalle de M a M', la 
premiere integrale est nulle; il resle done 



On voil que la variation de MM' esl essenliellement positive; par 
suite, la ligne geodesique est plus courte que tons les chemins 
infiniment voisins. 

Ce point etant etabli, considerons la solution p de 1'equation (5) 
qui s'annule pour le point M (fig. 46) et supposons que cette 

Fig. 46- 



solution s'annule de nouveau au point M< en conservant son signe 
dans toute Fetendue de MM { . Cela veut dire que les geodesiques 
partant de M et infiniment voisines de MM, viendront couper de 
nouveau cette ligne geodesique au point M^ ou en un point infini- 
ment voisin, sans la rencontrer entre M etM d . Nous alJons montrer 
que, si Pon prend un point M ; entre M et M i5 le segment geode- 
sique MM' sera plus court que tous les chemins infiniment voisins 
rrunissant ses extremites. En effet, la solution/? de Tequation (5) 
us'iq annule en un point N infiniment voisin et a gauche de M ne 
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s'annulera une seconde fois qu'en un point N 4 infmiment voisin 
de MI et, par consequent, an dela de M 7 . II y aura done une solu- 
tion p ne s'annulant en aucun point du segment MM 7 , et cela suffit, 
nous venons de le montrer, a etablir la proposition que nous avions 
en vue. 

627. Jacobi avait enonce sans demonstration (<) une propo- 
sition qni complete la precedente : Le minimum cesse certaine- 
ment d 3 avoir lieu si le point M' est place au dela du point M,. 
Ce resultat a ete demontre par M. O. Bonnet dans les Notes citees 
plus haut. On peut encore l'e*tablir comme il suit. 

Prenons au dela de M t (fig. 4l) un point M' assez voisin de M, 
pour que la solution de 1'equation (4) qui s'annule au point M 7 ne 
s ? annule pas dans rintervalle M 4 M 7 , y compris le point M f . JTap- 



pelle q cette solution; il sera alors possible de determiner entre M 
et M { un point M' ; tel que la solution q ne s'annule pas dans 1'in- 
tervalle M 7 M 7/ . Je designe, comme precedemment, par p la solution 
de 1'equation qui s'annule aux points M et M 4 et j'acheve de deter- 
miner cette solution, qui n'est connue qu'a un facteur constant 
pres, par la condition qu'au point W on ait 



Cela pose, dans la variation 



je remplace u par p de M a M /7 et par q de W a M 7 , ce qui est evi- 
demment permis, ces valeurs successives de u definissant un 

( ) JACOBI, Sur le Calcul des variations et sur la Theorie des equations dif- 
ferentielles (Journal de Liouville, t. Ill, p. 44 J i836). Voir aussi la Note VI 
dans le deuxieme Volume de 1'edition de la Mecanique analytique due a M. Ber- 
trand et la quatriome Lecon des Vorlesungen uber Dynamik. 

D. III. 7 
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cheniin parfailement continu. La variation prendra la valeur 



ou encore 



Si Ton inlegre et si Ton remarque que p est mil en M el q en 
M', on obtient pour la variation du cheniin Fexpression suivante 

[pp'qq']w 

Comma on a, pour le point M'', p= q, on peut ecrire cette va- 
riation sous la forme 

[qp'pq']w 

Or, etant donnees deux solutions quelconques/? et q de liqua- 
tion (4), on sait que le determinant 

qp'-pq' 

est constant; on pourra done calculer sa valeur pour tel point 
que Ton voudra, par exemple pour le point M< , ou Ton a p = o. II 
reste alors 

[?/>'],- 

Cette quantite est negative. Supposons, en effet, pour fixer les 
idees, que la valeur de q soil positive enlre M' et M"; d'apres les 
hypotheses faites, il en sera de mme de la valeur de p entre M 
et Mj. Or, un pen avant le point M|, p el p f doivent etre de signe 
contraire; il faut done que la valeur de p' an point M< soit ne- 
gative. 

La variation du chemin etant negative, la ligne geod^sique a 
perdu, on le voit, sa propriete de minimum. 

11 est aise d'interpreter geometriquement la methode que nous 
venons de suivre et de reconnaitre comment on y est conduit. S11 
existe un chemin MHM 7 plus court que Pare de geodesique MM', 
en substituant a ce chemin les deux portions de geodesiques MH 
et HM' on ne pourra que diminuer sa longueur, etl'on formera un 
nouveau chemin qui devra etre encore plus court que Fare MM'. 

628. II nous reste a etablir une remarquable proposition; mais, 
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ant de la faire connaitre, nous allons demontrer, par une methode 
)iivelle, de beaux theoremes sur les equations lineaires du second 
dre, qui sont dus a Sturm ( i ). 
Considerons 1'equation 



soit V = 'f(#) une solution de cette equation s'annulant pour 
le valeur X Q de x. Nous designerons par x\ la racine de V 
imediatement superieure a # ; x^ seraremplace par +co quand 
ne s'annulera pour aucune valeur de x superieure a # . Nous 
Ions d'abord montrer cycCaucune integrals de 1'equation li- 
->aire ne sannulera plus d'unefois entre X Q et x { . 
En effet, soit a une valeur de x comprise entre X Q et x { . La so- 
tion de 1'equation qui s'annule pour cette valeur de x est donnee, 
mime on sait, par la formule 



!i G designe une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce 
roduit ne s'annule pour les valeurs de x comprises entre X Q et 
<; pour toutes ces valeurs de x, l'inte*grale a toujours un sens de- 
irmine, car son Element ne devient pas infini entre les limites de 
integration. La proposition que nous venons d'enoncer est done 
:ablie. 
Si Ton donne a G la valeur o(a), on a la solution 



uenous designerons par (x, a). Elle a sa deriv6e ^gale a 
our x = a-, elle est evidemment positive pour toutes les valeurs 
e x comprises entre a et # negative pour les valeurs de # coin- 
rises entre X Q et a. Pour x ou x^ elle rev^t une forme indeter- 
linee ; mais on obtient facilement sa vraie valeur, qui n'est ni nulle 



C 1 ) STURM, Memoire sur les equations dijferentielles du second ordre 
Journal de Liouville, t. I, p. io6j 1886). 
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ni infinie, en faisant usage de la relation 

<9 ^ X) crf ~~ (j *'( X} S^*)' 

qui a lieu pour toutes les valeurs de x. 

629. Cela pose, considerons deux equations distinctes 

J2\ 

f103 S* =HV ' 

, , #v . H , v 

(11) "25^ ~ ? 

et supposons que Ton ait, pour toutes les valeurs de x 7 

(12) H'=H. 

Nous allons montrer que, si o(^) ^5^ line solution de la pre- 
miere admettant les deux ratines consecutives x Qy jc { , la solu- 
tion de la seconde qui sannule pour x$ ne s y annulera plus 
dans rintervalle (# , x { ), x { compris. 

En effet, j'ecris Fequation (i i) de la maniere suivante : 



Si nous considerons (H/ HjV comme une fonction donnee 
k(x) de x 9 Fequation precedente deviendra 

d-V 
(.3) ^_HV =.*(*)! 

et, comme nous connaissons une solution <>(#) de Fequation sans 
second membre, nous pourrons obtenir une formule donnant Fin- 
tegrale de Fequation complete. 

Parmi les m^thodes connues, appliquons celle de Cauchy : elle 
prescrit de former en premier lieu une solution de Fequation sans 
second membre qui se reduise a o pour x = a et dont la derived 
devienne egale a i pour la mme valeur de x. Cette solution est 
celle que nous avons formee plus haut 

XX j 
?H^)' 
Cela pose, une solution pai-ticuliere de liquation avec second 
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niembreestfournie, d'apres le the"oremede Cauchy, par Fintegrale 



C* 

J*. a7 ' a/va a ' 



par suite, toutes les solutions de Tequation (i3) qui s'annulent 
pour x = X Q seront de la forme 



ou C designe une constante arbitraire. Si done V designe une 
solution de Fequation (11) s'annulant pour X = X Q: nous aurons, 
en subslituant (H' H)V a p(j?), 



Findioe a indiquant que Ton remplace^? par a dans la parenthese. 
On pent exprimer la constante C en fonction de la derivee de 
V pour la valeur X Q de x. Si Ton prend, en efietj les deriv^es 
des deux membres de Tequation prececlente en faisant x = x^^ 
on a 



On obtient done definitivement la formule suivante 



qui ne peut etre d'aucun secours imm^diat pour la determination 
de V, mais qui va nous permettre d'etablir Ja proposition que nous 
avons en vue. 

Lnaginons, en eff'et, que x varie de x a x { . La fonction V ; 3 qui 
est nulle pour x ~ XQ, commence par avoir un certain signe, celui 

de sa derive*e pour x = X Q , ( -7- ) * Supposons, par exemple, que 

\ dx / o 

ce signe soit positif ; la fonction le conservera evidemment de # 
a x h , si elle ne s'annule pas ; et, pour prouver qu'elle ne s'annule 
pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive 
pour toutes les valeurs inferieures a un nombre donne x^ elle 
demeure positive me'me pour x=x'. Or c'est ce qui resulte 
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immediatement de la formule precedente. Le premier terme du 
second membre sera evidemment positif pour x = x f , etil en sera 
de meme de tous les elements de 1'integrale 



, a) est en eftet positive, puisque a est inferieur a j?'; il en est 
de mme par Ivypothese de (H' - H), et anssi de V, qui cor- 
respond a des valeurs a de x toutes comprises entre X Q et x'. 

La proposition est done etablie. On en deduit comme corollaire 
la suivante : 

Etant donnees les deux equations (10), (n), sil arrive que 
Von ait constamment H'^H et qu'u/ie solution de la premiere 
s'annule pour x x Q etx = x { , la solution de la seconde qui 
s'annule pour x = x^ aura au mains une seconde racine dans 
I'intervalle (XQ,X\). 

Car, si cette solution ne s'annulait pas dans 1'intervalle con- 
sidere, il en serait de meme a fortiori de la solution de la pre- 
miere equation, envertumeme de la proposition que nous venons 
de demon trer (* ). 

630. Appliquons ces resultats au probleme des lignes geode- 
siques et reprenons Pequation 

p 
~ 



Soient p une solution de cette equation et P O , v\ deux racines 
consecutives de p correspondantes a deux points M , M { . Nous 
savons que Tare M M sera le plus court tant que M sera entre M 
et M! mais qu'ii perdra cette propriete des que M sera an dela 
de M,. 

Supposons qu'en tousles points de M Mi on ait 



(*) Les propositions etablies ici ont moins d'etendue et de g6neralite que 
celles de Sturm ; mais elles suffisent pour Pobjet que nous avons en vue et, d'ail- 
leurs, le lecteur pourra appliquer notre methode a la demonstration des resultats 
les plus generaux contenus dans Tadmirable Memoire de Sturm. 
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la solution de 1'equation 



qui s'annule pour v = ^ sera 

G sin- 



et la racine inunediatement superieure a V Q sera 



D'apresla proposition de Sturm, cette racine doit etre superieure 
a v ? |. Nous obtenons ainsi ce beau theoreme de M. O. Bonnet, 
demontre dans les Notes citees plus haut : 

Si; le long d'une ligne geodesique, le produit des rayons de 
courbure est posit if et inferieur aa-^ la ligne ne peut etre le 
plus court chemin dans an intervalle superieur a ~a ('). 

On pent ajouter la proposition suivante, qui complete celle de 
M. Bonnet. 

Supposons qu'eri tons les points de Tare M M, on ait 



Alors, si Ton considere 1'equation 



Fintervalle entre deux racines consecutives sera -rcb. Comme il ne 
saurait etre inferieur, d'apres la proposition de Sturm, a Finter- 
valle entre deux racines consecutives de lapremiere, on est conduit 
an resultat suivant : 



(') M. Bonnet a deduit de sa proposition les consequences suivantes: 

Si, clans une surface ferme'e convexe, le, produit des rayons de courbure est 
inferieur a a*, la longueur de la droite qui joint deux points quelconques 
de la surface est certainement infer ieure a TS a. 

Si, dans une surface convexe, le produit des rayons de courbure est infe- 
rieur a une quantite fixe a* y la surface ne peut avoir de nappes infinies. 
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Si, en tons les points de la ligne geodesique^ le prod ait des 
rayons de courbure esf super ieur a 6 2 , La geodesique est plus 
courte que tons les chemins infiniment voisins dans un inter- 
valle nu moins egal ar~b. 

Gonsiderons I'ellipsoi'de, par exemple. La courbure en chaque 
point est donnee par la formule 

\f\ zr= 



P* 



a, b, c designant les demi-axes et/> la distance du centre au plan 
tangent (n oOi). Les valeurs extremes de RR^ seront 



Ainsi toute geodesique ne peut etre le plus court chemin sur 

T , ~ab t 

une longueur superieure a -- ; elle sera certainement, sur toute 

longueur inferienre a T: ~ ? plus petite que tous les chemins infi- 
niment voisins reunissant ses extremites. 

631. La methode suivie par M. Bonnet permet de trouver Ires 
simplement la variation de longueur d'un arc de courbe. 

Soil en effet MM' une courbe qui se deplace et se deforme suivant 
une loi quelconque (Jig. 48)5 considerons-la dans deux de ses 




M' 



positions infmiment voisines MM', PF. Elevons les geode'siques 
perpendiculaires a MM' et employons le sjsteme de coordonne*es 
forme par ces lignes geodesiques et les courbes paralleles a MM'. 
On aura, pourTelement lineaire, 1'expression 

ds*^du*+C*dv*. 
La variable u est la longueur portee sur les lignes geodesiques 
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a partir de MM', prise avec un signe determine suivantqu'elle sera 
portee d'un cote ou de 1'autre de MM'. Quant a la variable 9, nous 
pouvons supposer qu'elle est egale a Tare de la courbe MM' com- 
pris entre une origine fixe et lepied de la geodesique (r). On aura 

encore 

G = i, pour u o, 

\S*1 

mais la derivee ne sera plus nulle pour la meme valeur de u. 

II resulte des formules du Livre V [II, p. 385 a 38^] que la 

j/-i 
valeur de - pour u = o est la courbure geodesique de MM', 

comptee comme positive si le centre de courbure geodesique est 
du cote de MM' qui correspond aux valeurs positives de u. 

Cela pose, soient R et R/ les points ou les geodesiques normales 
en M et M' viennent couper PP'. On aura 

8MM'= PP' AIM'= PR-f- P'R'-T-RR'MM', 
ou, en considerant les triangles infininient petits RPM, R'P'M', 

(iB) 8 MM' = - PM cosPMM^- P'M' cosFM'M -^ RR'- MM'. 

En tous les points de RR', u est une fonction infininient petite 
de P. On aura done 



RR'= 



ou, en developpant C suivant les puissances de u et negligeant les 
infiniment petits du second ordre, 



ou enfin 

r M ' /^ CN 

"" J M \d; 

Si nous portons cette valeur de RR' dans la formule (16) et si 
nous remplacons ( j par son expression au moven de la 
courbure g^odesique de MM', nous aurons 

(18) 8MML'=- PMcos^Ml'-P'M'cosFWlVl--- C w , 

*/3i ?e 
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furmiile tres interessante et Ires ulile, et qui ne coiitient que des 
elements dont la definition geometrique et le signe ne laissent 
place a aucnne difficulte. 

632. Elle va nous permettre d'indiquer une serie de conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points 
d'une surface limitee d'une maniere quelconque. 

i" Les portions qui seront a 1'interieur de la surface devront 
etre formees de lignes geodesiques. 

Cette propriete resulte immediatementde ce qui a ete demonlre 
(n fs oi6eto21). On pent la deduire aussi de la formuleprecedente. 
Si le rayon de courbure geodesique po- n'est pas infini, il suffira 
en effet d'elever sur Tare MM' des perpendiculaires infiniment 
petites de meme signe que p^, c'est-a-dire dirigees du cote du 
centre de courbure geodesique, et s'annulant en outre pour les 
deux points M et M'. On aura ainsi remplace MM' par un chemin 
infiniment voisin et plus court, puisque Fexpression de 3 MM' 
donnee par la formule precedente sera essentiellement negati\e. 

Fig. io- 



\c 



2 Les portions de chemin qui font partie de la limite de la sur- 
face, si elles ne sont pas des geodesiques, devront satisfaire a la 
condition suivante : imaginons qu'en chaque point de la limite on 
mene celle des tangentes de la surface qui est normale a la courbe 
limite 5 il faudra que le centre de courbure geodesique de la 
courbe soit place sur la portion de cette tangente qui est dirigee 
vers 1'exlerieur de la surface. En effet, si cette condition n'etait 
pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en remplacant 
un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voi- 
sine tracee sur la surface et reunissant les exlre mites du segment. 

3 Si deux portions du chemin, tracees sur une me'me nappe, 
viennent se reunir (Jig, 4g) en un certain point de Tinterieur, elles 
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doivent se raccorder tangentiellement el de maniere que i'une soil 
le prolongemenl de 1'autre. Car, si ces portions BA, AC se ren- 
contraient sous un angle differentdezero, on abregerait le chemin 
total en prenant B', C' infinimenl voisins de A et substituant la 
route directe B'C' au chemin B'A 4- AC 7 . 

II resulte de la que la portion du chemin comprise a 1'interieur 
de la surface doit se composer d'une seule ligne geodesique qui se 
continue sans interruption jusqu'a ce qu'on rencontre une limite 
on tine ligne singuliere de la surface. 

4 Si deux portions AB, BC du chemin le plus court ABC vien- 
nent se rencontrer en un point B (fig. 5o) appartenant a la limite 




DBK, il faudra que Tangle ABC soil inferieur ou egal a deux 
droits pour la me*me raison que precedemment. 

5 Enfin, si la surface a des nappes differentes se coupant ou se 
raccordant suivant certaines lignes, le chemin le plus court ne 
pourra se briser et passer d'une nappe a 1'autre qu'en faisant de 
part et d'autre des angles egaux avec la ligne de separation. 

Nous allons indiquer quelques exemples simples propres a faci- 
liter 1'application de ces principes. 

Soit d'abord une surface plane (fig- 5i) a laquelle on aurait 
enlevel'aire comprise a 1'interieur du cercle O, et proposons-nous 
de trouver le plus court chemin entire deux points A et B, choisis 
de telle maniere que la droile AB rencontre la circonference. II 
resulte des propositions prece"denles que le plus court chemin se 
composera de I'une des tangentes menees de A et de B a la cir- 
conference et d'une portion de cette circonference. On n'aura 
done a choisir qu'entre les deux chemins AEFB et ADCB. Le plus 
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court est celui qui se trouve du meme cote de O que la droite AB. 
Supposons maintenant que le plan soit double et se compose 
de deux nappes raccordees Miivant la circonference O (fig. SsV 
Cest ce qui arriverait si I'on appliquait sur le plan une surface 
developpable dont 1'arete de rebroussement viendrait coi'ncider 




Erf 



avec la circonference 0. Nous designerons par les lettres sans 
accents les points de la premiere nappe et par les lettres ac- 
centuees ceux de la seconde. 

Le plus court chemin d'un point A de la premiere nappe a un 

Fig. 52. 




point B' de la seconde devra, d'apres les conditions enoncees, se 
composer sur chaque nappe d'une portion droite. De plus, les deux 
droites AM, B'M devront faire en M des angles egaux avec la cir- 
conference. 

On pourrait multiplier les examples de ce genre; nous nous 
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contenterons de ceux qui precedent. Mais nous ajouterons la re- 
marque suivante, qui montrera toute Fextension que 1'on pourrait 
donner a ce genre de recherches. 

Considerons sur Line surface quelconque tous les chemins pos- 
sibles reunissant deux points donnes. Les etudes approfondies 
que Fon a ete conduit a entreprendre dans la theorie moderne des 
fonctions ont montre qu'il existe un grand nombre de surfaces 
pour lesquelles on ne peut passer de Fun de ces chemins a tout 
autre, reunissant les memes points, par une deformation prores- 
sive et continue. Par exemple,sur un cylindre circulairedroit,il y 
aura des chemins allant d'un point A a un autre point B en faisant 
un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans 
F autre ;et ces chemins ne serontpas reductibles lesuns auxautres. 
Si Ton veut considerer une surface limitee, on pourra prendre 
le tore, pour lequel il y a lieu de faire les memes distinctions, la 
surface d'un ellipsoi'de ou une portion de surface plane dans les- 
quelles on aurait enleve les parties de la surface comprises a Fin- 
terieur de diflerents traits fermes, etc. Dans un tres intressant 
Memoire public en 1866 (*), M. Jordan a montre comment on 
peut classer toutes ces routes differentes et les reduire a certains 
chemins elementaires parfaitement definis. De cette maniere, le 
probleme que nous avons etudie dans ce Chapitre se presentera 
sous une forme nouvelle et plus g^nerale. On pourra Tenoncer 
comme il suit : 

Parmi tous les chemins reunissant deux points A et B d'une 
surface et reductibles les uns aux autres par une deformation 
continue, determiner celui qui est le plus court. 

Lesproprietes differentielles que nous avons etablies plus haut 
permettront d'etudier cette interessante question, dont la discus- 
sion complete appartient ^videmment a la Geometric de situation. 
Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant a 
des cylindres ou a des surfaces planes percees de trous circu- 
laires. 



(') JORDAN (C.), Sur la deformation des surfaces (Journal de Liouville, 
a'serie, t. XI, p. io5; 1866). 
Des contours traces sur les surfaces (Mme Recueil et meme tome, p. no). 
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633. Nous terminerons ce que nous avons a dire sur ce sujet 
en donnant quelques indications stir line notion nouvelle, celle de 
la longueur rtduite* introduite par M. Ghristoffel dans la theorie 
des lignes geodesiques (*). 

Soil (g) (fig. 53) une ligne geodesique dont les difierents 

Fig. 53. 




points seront determines par leurs abscisses v, comptees a partir 
<fune origine fixe prise sur cette ligne. Nous avons vu que, 
pour definir toute ligne geodesique infiniment voisine de (#), il 
faut clever au point d'abscisse r une perpendiculaire/? satisfaisant 
a Tequalion du second ordre 



1191 3 

le lieu de Fextremite de cette perpendiculaire sera la ligne geode- 
sique cherchee. Par consequent, si Ton veut obtenir celles de ces 
lignes qui passent en M 0? il faudra prendre les solutions de li- 
quation precedente qui se reduisent a zero pour le point M . Ges 
solutions ne different les unes des autres que par un facteur con- 
slant; distinguons et designons par la notation [M M] celle dont 

la derivee ^ se reduit a i pour le point M . On pourra dire alors 

que toute ligne geodesique passant par M est definie par Te- 
quation 



ou a designe une constante infiniment petite. Proposons-nous de 
determiner Tangle 8 que fait en M cette ligne geodesique avec la 
ligne (). Nous considererons pour cela le triangle M M f K, en 



(>) GHRISTOFPEL (E.-B.), Allgemeine Theorie der geoddtischen Dreiecke 
(Abhandlungen der Koniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
p. 119-170:1868). 
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supposant le point M< infiniment voisin de M . Comme il est rec- 
tangle en M<, nous aurons 

JV^K 

~~ iMoM! = 

en negligeant les infiniment petits d'ordre superieur au premier. 
En vertu de la definition de la solution [M M], on aura done 



De la resulte le theoreme suivant, du a M. Christoffel. 

Donnons a la solution [M M] de 1'equation (19), qui est definie 
par la double condition de se reduire a o pour M et d'avoir sa 
derivee gale a i pour lememe point, le nom de longueur reduite 
du segment geodesique M M. Si, par le point M , on mene line 
ligne geodesique faisant avec la premiere V angle infiniment 
petit 9 et qifon eleve en M V arc perpendiculaire\VA. jusqic a la 
rencontre de cette ligne geodesique, on aura 

{ HI MH = 6[M M]. 

Si ^ et ^ sont l es abscisses des points M et M, on aura, comme 
nous 1'avons deja vu (n 628), 



'j(^) designant tine solution de liquation difFerentielle qui ne 
s'annule pas pour r = t' . 
Nous vojons, d'apres cette formule, que Ton a 

[M M]H-[MM ] = o. 

SiFonconnait deux solutions f (^) ? ^(^O de Fequation diflferen- 
lielle, satisfaisant necessairement a une relation de la forme 



on trouvera 

(,3) [ M ,M] = ? 



et cette nouvelle expression de la distance reduite permet de 
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demontrer immediatement une relation 

( -24) [ab}[cd\ - [ac][db] - [ad\[bc] = o, 

qui a ete donnee par M. Ghristoffel. 

Si ? sur toutes les lignes geodesiques passant par M (fig. 53 i, 
on porte une longueur egale a M M, on obtiendra une trajectoire 
orlhogonale a toutes ces lignes geodesiques qui passent en M . Le 
ravon de courbure geodesique de cette trajectoire orthogonale au 
point M sera donne par la formule 



do 



que nous nous contenterons d'indiquer. 

II resulte des developpements donnes plus haut que les pro- 
prietes essentielles de la longueur reduite avaient ete utilisees par 
M. O. Bonnet avant que cet element eut ^te defini par M. Chris- 
toffel. 
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CHAPITfiE VI. 

L4. COURBURE GEODHSIQUE ET LE THEOREME DE GAUSS. 

Definitions diverses de la courbure ge"odesique. Generalisation de differentes 
propositions relatives a la courbure des lignes planes. Definition due a 
M Beltrami de la courbure geodesique. Determination de toutes les surfaces 
dont les lignes de courbure ont leur courbure geodesique constante. Le 
theoreme de Green pour une aire a connexion simple. Formula de M. 0. 
Bonnet. Theoreme de Gauss relatif a la courbure totale d'un polygone dont 
les cotes sont des lignes geodesiques. Definition de Tangle de contingence 
geodesique. Formule de M. Liouville, expression de la courbure totale en 
un point de la surface au moyen des courbures geodesiques des deux lignes 
coordonnees. Application de cette formule a un probleme de M. Tcheby- 
cheff. Le theoreme de Green pour une aire & connexion multiple. Appli- 
cations diverses. Le theoreme de Gauss relatif a la courbure d'un polygone 
geodesique ne constitue pas une propriete" caracteristique des lignes geode- 
siques. 



634. Apres avoir developpe les principales propositions rela- 
tives aux lignes geodesiques, nous aliens etudier d'une maniere 
detaillee la courbure geodesique. Nous avons vu qu'elle est donnee 
par la formule 

(i\ = f/cu -4- r du -f- 7*1 dv. 

Per 

Le centre de courbure geodesique, c'est-a-dire le centre de 
courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, admet 
pour coordonnees relativement au triedre mobile (T) 



Par consequent, le rayon vecteur qui joint le point de la surface 
au centre de courbure geodesique fera avec 1'axe des x du triedre 

(T) un angle e'gal a to-i-~ou co - suivant que p^. sera positif 
ou negatif. 

La courbure g6od6sique elant un element des plus importants, 
nous en ferons connaitre successivement difFerentes expressions. 
D.~ IIJ. 8 
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Au premier rang, 11 faut placer la suivante : nous avons vu (n63l) 
que, si Fon consiclere un arc quelconque MM' et si Ton porte des 
longueurs infiniment petiles A sur les geodesiques normales a 
cette courbe de maniere a obtenir un arc infiniment voisin RR>, 
Faceroissement de MM' esl defini par la formule 



o MM' = - 



pourvu que Ton donne a A et a fn- le meme signe quand ces gran- 
deurs sont portees dans le meme sens. 

L'element ds etant toujours positif, on a, d'apres nn theorenie 
connu, 



| A j designant la valeur de ~ prise pour un point inconnu de 
11 Sff * ^& 

Tare MM' ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus 

grande des valeurs de ~ relatives aux points compris entre M et M f . 
Si nous supposons que Fare MM 7 se reduise a 1'arc infinimenl 
petit AB (Jig- 54)? 1 & formule precedente nous donnera 

A'B' AB AA' 




Og dififerant infiniment pen du rayon de courbure de AB en A. On 
peut obtenir un resultat beaucoup plus general par une interpre- 
tation directe des formules qui donnent la courbure geodesique. 

63o. Supposons la surface rapportee a des coordonnees rectan- 
gulaires quelconques et soit 

ds*- = A 2 du* 4- G 2 dv*~ 
Fexpression de Felement lin^aire. 
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Le rayon de courbure geodesique de la courbe v = const, sera 
donne (n 507) par la formule 

p ^^ AC Jv' 
les coordonnees du centre de courbure geodesique etant 

Construisons les quatre courbes coordonnees (), (u-+-du), (p), 
rt, qui formentle quadrilatere curviligneMM'PP 7 (/?. 55). 

Fig. 55. 

\ 




v+dv) 



On aura 

MM' = A du, 1\JP = G dv 



et ? par consequent, 

PP' _ A S?7i _J 

do 



PP' = A du -T- ~ (A du) dv\ 



ce qu'on pent ecrire 



PP' MM'= - 

dv 



L 1 expression de p pourra done tre presentee sous la forme 

i_ _ PP r MM' 
<2} p ~ MP.MM' " 

C'est le resultat auquel nous avions ete conduits plus haut, 
mais, dans la premiere methode, nous supposions que les trajec- 
toires orthogonales de la courbe (V) etaient des geodesiques, 
tandis que ce sont maintenant des courbes se succedant d'apres 
une loi quelconque. 

636. Nous avons ainsi une premiere definition dans laquelle 
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on n'a pas a soitir cle la surface. En voici une autre de menie 
nature. 

Etant donnee une courbe quelconque MH (Jig. 56), irtenon* 
la geodesique MM' tangenle en M; pour determiner les points Je 
la surface, nous prendrons des abscisses MQ = r sur cette ligne 
geodesique el nous eleverons en Q des perpendiculaires geode- 

siqiies PQ = # 

Fig. 56. 




L'element lineaire aura pour expression 
t 3 F ds* = du* -T- G 2 dv*, 

el Ton aura pour if = o 

M 

C. = I, - - = o. 
du 

Le developpement de C suivant les puissances de u sera done 
de la forme 



h etant une fonction de v. 

L'equation de la courbe MH permeltra de developper u en serie 
suivant les puissances de r. On aura, pour les points de cette 
courbe \oisins de M, 



Calculons la courbure geodesique de la courbe en M. On a ici 

dfi , t)G , du 



Gdv 



= cotto. 



En se bornant aux premiers termes des developpements, on 
trouve 



COt CO = 
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et ? par consequent, 



Piemplacons k par sa valeur dans le developpement de u\ nous 
trouverons que Ton a, pour tons les points de la courbe MH qui 
sont dans le voisinage du point M, 

r 2 
u = , 

*?ff 
e'est-a-dire 

ce qui est la generalisation d'une formule bien connue relative 
aux courbes planes (* ). 

637. On pourra lire dans le Traite de Calcul differentiel de 
M. J. Bertrand des demonstrations purement geometriques qui per- 
meltent de rattacher les unes aux autres les proprietes pre*cedentes. 
Nous rencontrerons plus loin (n 641) d'autres expressions de la 
courbure geodesique. Pour le moment, nous nous contenterons 
de signaler la definition suivante, dans laquelle on sort de la sur- 
face pour construire le centre de courbure g^odesique. 

Etant donnee une courbe AB (fig. 07), imaginons que Ton 
mene en ses diflerents points les tangentes MK, M'K/, ... de la 
surface qui sont normales a la courbe. Ces tangentes forment une 
surface reglee : Le point de chaque generatrice MKpour lequel 
le plan tangent a cette surface reglee est normal au plan tan- 
gent en M est precisement le centre de courbure geodesique de 
la courbe AB, pour le point M. Si la surface reglee est deve- 
loppable, le centre de courbure geodesique sera le point de 
contact de chaque generatrice rectiligne avec V arete de re- 
brousseme?it. 

Pour etablir cette proposition, supposons la surface rapportee 
au systeme de coordonnees determine par les geodesiques perpen- 



(*) Le signe provient de ce que p. r est consider^ comrae positif quand il est 
porte dans le sens correspondant a Tangle to 4- - 
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diculaires a AB et par leurs trajectoires ortliogonales. L'elemem 
lineaire de la surface aura la forme si souvent employee 

< ft j ds* = du" G 2 dv*. 

Considerons le triedre < T) deja defini et dont 1'axe des x est la 
tangente a la ge'odesique. Si on lui im prime un deplacement de 
telle maniere que le sommet decrive une courbe quelconque, un 
point de I'axe des x decrira un arc infiniment petit, dont les pro- 
jections sur les aretes du triedre seront respectivement 

du -T- dsc, I G -r- ri x ) dv, (q du -f- q { dv ) x, 

d'apres les formules du n 499 [II, p. 370]. Supposons d'abord 
qu'on se deplace suivant la courbe AB; 9 variera seule et, pour 




que le deplacement s'eflectue dans un plan perpendiculaire an 
plan tangent en M, c'est-a-dire pour que le plan tangent an point 
conside're a la surface reglee engendree par MK soit normal au 
plan tangent en M, il faudra que la projection du deplacement sur 
Taxe des y soit nulle, c'est-a-dire que Ton ait 



G -r- 

On tire de la 



du 



et cette valeur de x determine precisement le centre de courbure 
geode'sique de la courbe AB. Notre proposition est done etablie. 
On en deduit la consequence suivante : 

Imaginons qu'on mene toutes les tangentes aux geodesiques 
v' = const., c'est-a-dire aux geodesiques normales a la courbe 
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donnee. On form era une congruence rectiligne admellaut une 
surface focale dont Tune des nappes sera la surface proposee. 
Nous allons montrer qtie la seconde nappe sera le lieu des centres 
de courbure geodesiqne de AB et des courbes paralleles a AB. 

Remarquons d'abord que les droites de la congruence, etant 
tangentes a une famille de geodesiques tracees sur la surface pro- 
posee, sont, par cela meme, normales a une surface (n 441). Par 
suite, si Ton envisage une surface reglee quelconque formee avec 
les droites de la congruence, les plans tangents a cette surface aux 
deux points focaux de Tune quelconque de ses generatrices seront 
necessairement rectangulaires. 

Si Ton applique cette remarque a la surface reglee engendree 
par MK quand le point M decrit la courbe AB, on reconnahra 
immediatement que le second point focal de MK est le point ou le 
plan tangent a la surface reglee est perpendiculaire au plan tan- 
gent en M. C'est done, d'apres ce que nous avons etabli, le centre 
de courbure geode'sique de AB. 

Ainsi, lorsque des droites sont normales a une surface (S) et 
forment une congruence dont la surface focale est constitute 
par les deux nappes de la surface des centres de courbure de 
(S), les aretes de rebroussement des developpables que Von 
pent obtenir avec ces droites engendrent deux families de geo- 
desiques situees respectivement sur les deux nappes de la sur- 
face des centres. Les courbes paralleles qui coupent a angle 
droit Vune de ces families de geodesiques ont leurs centres de 
courbure geodesique situes sur Vautre nappe de la surface des 
centres. 

Cette proposition si generate, sur laquelle nous reviendrons 
plus loin, permet de demontrer directeraent Tun des beaux theo- 
remes que la Geometric des surfaces doit a M. Weingarten. Pour 
le moment, nous en deduirons seulement le corollaire suivant. 

Nous avons considere' les geodesiques normales a AB. Dans le 
plan et, par consequent, pour les surfaces developpables, la defini- 
tion de la courbure peut se rattacher au point d'intersection de 
deux geodesiques normales infiniment voisines. On n'obtiendrait 
rien en essajant, pour une surface quelconque, une generalisation 
dans cette voie; car, en modifiant la definition de la surface a une 
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distance finie de la courbe AB, on change completement le 

el les intersections successives des lignes geodesiques. Mais on 

peul operer de la irmnipre suivante. 

Tracons (fig. 58) les geodesiques successives MH, M'H' 

normales a la courbe AB, el la tangente MR en M a la geode- 
sique MH. Si Ton rnene a la seconde geodesique M ; H ; une tan- 

Kia. 5S. 




genie PI dont le point de contacl sera choisi par la condition 
qu'elle rencontre MR, il est clair que le point d* intersection C 
des deux dr cites sera le centre de courbure geodesique de 
Varc MM'. Car, dans la congruence ibrmee par les tangentes au\ 
geodesiques, le point C, etant 1'intersection de deux droites 
infiniment voisines, sera le second point focal de MR. 

Quand la surface devient plane, la construction precedente se 
reduit a celle qui donne le centre de courbure par 1'intersection 
de deux normales infiniment voisines (*). 

Si Ton construit les difierentes geodesiques M'H/ voisines de 
MH, le lieu du point P relatif a chacune d'elles sera evidemment 
celle des courbes conjuguees de toutes ces geodesiques qui passe 
au point M. 



( ' ) Cctte conslruclion du centre de courbure geodesique est due a M. BELTRAMI. 
Voir le M<5moire intitule Ricsrche di Analisi applicata alia Geometria (Journal 
de Rattaglini, t. II; iS6'|). 
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Dans le cas (Tune ligne de courbure, cette conjuguee des geo- 
desiques normales coincide avec la ligne de courbure elle-mme. 
Nous avons done le theoreme suivant : 

Le lieu des centres de courbure geodesique d" tine ligne de 
courbure est celle des developpees de cette courbe qui est Ven- 
veloppe des normales a la courbe situees dans le plan tangent 
a la surface, ou } ce qui est la meme chose, qui est V arete de 
rebroussement de la developpable enveloppee par les plans 
tangents a la surf ace en tons les points de la ligne de courbure. 

638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure geode- 
sique constant, la developpee precedente devra se reduire a un 
point et, par consequent, la ligne de courbure devra etre situee 
sitr une sphere coupant la surface a angle droit. 

Cette derniere consequence a ete deja signalee par M. Ribau- 
cour ( 1 ). Elle a permis a cet habile geometre de donner une solu- 
tion geometrique d'une question deja resolue analytiquement par 
M. 0. Bonnet ( 2 ) : Determiner toutes les surf aces pour lesquelles 
toutes les lignes de courbure ont leur courbure geodesique con- 
stante. 

Ilresulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que 
les lignes de courbure de cliaque famille devront etre sur une 
serie de spheres coupant la surface a angle droit. Comme les 
spheres qui contiennent deux lignes de courbure appartenant a 
des families differentes se coupent necessairement a angle droit, 
nous aurons en premier lieu a resoudre le probleme suivant : 

Determiner deux families de spheres jouissant de la pro- 
priete que chaque sphere de Vune des families coupe a angle 
droit toutes eel les de Vautre. 

On connaitla solution de cette question et Ton sait que, par une 
inversion reelle, on peut toujours amener 1'une des families a etre 
compose'e, soit de spheres concentriques on de plans paralleles, 

(') RIBAUCOUR, Sur la theorie des surfaces (Bulletin de la Socie'te philoma- 
tklque, p. 24; 1 870). 

( a ) 0. BONNET, Memoire sur la theorie des surfaces applicable^ (Journal 
de I'JZcole Poly technique ^ XLTP Cahier, p. 182 et suivantes; 1867). 



123 LIVRE VI. CHAPITRE VI. 

suit Je plans passant par urie droite. Dans le premier cas, la sur- 
face, etant coupee a angle droit par une serie de spheres concen- 
triques ou par une serie de plans paralleles, ne pent etre qu'un 
cone ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, etant coupee 
a angle droit par tons les plans qui passent par une droite, est 
necessairement une surface de revolution, admettant cette droite 
pour axe. Nous avons done le resultat suivant : 

Les scales surfaces dotit toutes les lignes de courbure aient 
leur courbure geodesique constante sont les surfaces de revo- 
lution, les cones, les cylindres et les trans *for?nees de ces sur- 
faces par inversion. 

639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, a nous appuyer sur le 
theoreme de Green qui donne la transformation d'une integrale 
curviligne en une integrale double. Nous allons d'abord presenter 
quelques remarques sur ce theoreme et ses applications a la 
iheorie des surfaces. 

Consiclerons une portion de surface a connexion simple, limitee 
par un contour AA'BB' (jig* 09); et soit 



une integrale relative a ce contour, que Ton supposera parcouru 
dans le sens de la fleche. 

Supposons que les fonctions M et N de u et de r restent finies, 
uniformes et continues et qu'elles admettent des derivees pour 
tous les points a 1'interieur du contour. Le theoreme de Green 
nous apprend que Pintegrale simple precedente peut etre rem- 
placee par une integrale double relative a toute Faire limitee par 
ce contour. Les remarques suivantes conduisent a ce resultat par 
la \oie qui nous parait la plus naturelle. 

Le caractere essentiel d'une integrale double, d'une fonction de 
surface ? est evidemment le suivant : si 1'on decompose par des 
sections la surface en deux ou plusieurs parties, 1'integrale totale 
est la somme de celles qui sont relatives a ces diverses parties. Or 
il est aise de voir que cette propriete appartient a notre integrale 
curviligne; car, si Ton decoupe Taire en deux parties par la ligne 
AHB, 1'integrale relative au contour priniitif AA^BB'estla somme 
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des integrates relatives aux deux contours partiels AA'BHA, 
^HBB'A que 1'on peut former avec AB. En continuant ainsi a 
effecluer des sections et a decomposer les contours, on verra que 
Hntegrale primitive peut etre remplacee par la somme des inte- 
*rales relatives a des contours infiniment petits, parcourus dans le 

Fig. 09. 




meme sens que le contour primitif. Or il est tres aise de montrer 
que de telles integrates curvilignes sont proportionnelles a Faire 
du contour auquel elles se rapportent. 

Gonsiderons, en effet, un contour infiniment petit mnp 
(fig. 60); nous commencerons par supposer que les courbes coor- 

Fig. 60. 




donneesqui se croisentdans son interieur forment un sjsteme de 
mailles analogue a celui que 1'on obtient dans le plan avec les 
coordonnees de Descartes. Alors les coordonne'es it et r varieront 
infiniment peu dans 1'interieur du contour, et, si UQ, V Q designent 
les valeurs de ces coordonnees pour un point A de 1'interieur, 
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les differences u // < v v 'o seront infiniment pelites pour tous 
les points a 1'interieur du contour. G'est ce qui n'aurait pas lieu 
si 1'on emplovait, par exemple, des coordonnees polaires ayant 
leur pole en A; r designant Tangle polaire, cette coordonnee 
prendrait toutes les valenrs possibles a Tinterieur du contour. 

Puisque les differences u II Q , r r sont infiniment petites, 
on pourra developperM et N gar la serie de Taylor. On aura 



Findice o indiquanl les valeurs des fonctions pour le point A. Par 
consequent, on aura 

AM du -4- N dv) = Mo Cdu ( } C(u w ) du + ( d ^L ] C( v - P O ) du 
. ' J \c*w /oj \ ov /oj 



les ternies non ecrits n'a^ant, on le reconnaitra aisement, aucune 
influence sur le resultat final parce qu'ils sont infiniment petits 
par rapport a Taire comprise a Finterieur du contour. 

La premiere, la deuxieme, la quatrieme et la sixieme integrate 
de la formule precedente sont evideminent nulies quand on les 
etend a tout le contour. II nous resteMonc a examiner settlement 
les deux lermes 



Or on a 

r j c r c 

<7) \ \u u^jav / ( r t>o ) du = / / ^/w <r/^, 

/ ,' ,/ J 

Tintegrale double etant etendue a toute Paire limiiee par le con- 
lour. On peut done ecrire 



II suit de la que Pintegrale curviligne primitive peur ^tre rem- 
placee par Tintegrale double dont Telement est le second terme 
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de la formula precedenle, et Ton a 



(Test la formule de Green (* ). 

La demonstration precedente est evidemment inferieure sous 
le rapport de la rigueur a celle que Ton donne habituellement et 
que Ton pourra coiisulter, par exemple, dans le Cours de M. Her- 
mite ( 2 ); mais elle offre Tavantage de bien faire saisir la raison 
de cette transformation si curieuse d'une integrate simple en une 
integrate double; elle nousmontre aussi que, s'il existe des points 
ou toutes les courbes coordonnees d'un sjsteme viennent se 
croiser, il faudra les entourer d'une petite courbe, et Pintegrale 
curviligne primitive sera egale a la somme des integrates relatives 
a ces courbes infiniment petites, augmentee de 1'integrale double 
etendue a tonte la portion de 1'aire qui est exterieure a ces 
courbes. 

640. Appliquons le theoreme de Green a Inequation qui donne 
le rayon de courbnre ge*odesique 

) = du* -i- /' du -r- /*i ch*. 



( 1 ) D'apres la maniere meme dont on a obtenu cette formule, oa deierminera 
sans difliculte le signe qu'il faut donner, dans Tintegrale double, a Tel^ment 
dudv. II resulte, en effet, des equations (7) que, si Ton considere, par exemple, 
Telement de surface compris entre ]es courbes de parametres z/, u +- du, v, 
r 4- dv, on a 

du dv ^ I ( u dv v du}, 

I'mtegrale curviligne s'appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru 
dans le meme sens que le contour primitif. De la on deduira facilement la regie 
suivante. 

Definissons comme sens positif sur chacune des courbes coordonnees le sens 
dans lequel augmente la coordonnee qui demeure variable sur cette courbe. 
L'element dudv devr'a etre positif si, pour un point a 1'interieur de cet element, 
la rotation qui amene la partie positive de la courbe de parametre v du cote de 
la partie positive de la courbe de parametre u est de meme sens que la rotation 
autour du contour total; il sera negatif dyns le cas contraire. 

( 3 ) HERMITE, Cours autographie de la Faculte des Sciences, 3 e edition, 
8" Lecon ; 1887. 
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Nous aurons done 

r C ds r , j . 

I dm I = / < / dll -r- /'i CIV ), 

/ / So- J 

t,' - re *- 

les integrates etant etendues a tout contour fernie. On a, d'ailleurs, 
en vertu de la formule (8), 



g - grf dv. 

On est ainsi conduit a la relation fondamentale 

C * C ds C Ct dr dr { \ 

Jd-J ?g =JJ(- v --^) 



ou Ton peut transformer le second inembre, en employant Tex- 
pression dela courbure totale donnee an n 496. On obtient ainsi 
la formule entierement geometrique 



1'integrale double etant etendue a toute 1'aire comprise dans le con- 
tour et d? designant Felement de cette aire, pris avec le signe qui 
lui apparlient ( i }. 

Cette equation, ou figure le rajon de courbure geodesique, a ete 
donnee pour la premiere fois par M. Bonnet (-). Toutes les quan- 
tites qui y figurent sont parfaitement definies; to est Tangle de la 
tangente au contour suppose parcouru dans le sens direct avec 
Faxe des x du triedre (T); le rayon o. doit etre considere comme 
positif ou negatif suivaat qu'il est porte dans le sens correspondant 

a Tangle co 4- - ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d'etre 
vraie que s'il est impossible de rapporter Tinterieur de Taire a 



{) Voici comment on determinera ce signe. Solent A un point quelconque de la 
surface a 1'interieur de d-s et (T) le triedre relatif a ce point. On peut considerer 
d's comme un petit element situe dans le plan des xy de ce triedre. Si 1'on tourne 
dans ce plan autour dc 1'origine et dans le m^me sens que sur le contour limite, 
il faudra donner a dv le signe -H ou le signe suivant que la rotation se fera de 
1'axe des a? vers 1'axe des y ou en sens contraire. C'est la regie suivie habituelle- 
ment, d'apres Gauss et Mobius, pour fixer le signe d'une aire. 

( 5 ) O. BONNET, Memoire sur la the'orie generate des surfaces ( Journal de 
I'gcole Polytechnique, XXXII' Cahier, p. 12^ ; 18^8). 



LA COURBURE GEODESIQUE. 127 

un sysleme de coordonnees satisfaisant a toutes les conditions 
enoncees dans la demonstration du theoreme de Green. Nous 
allons en faire differentes applications. 

6-11. Considerons d'abord un triangle geodesique ABC (Jig. 61). 
Si le contour ne presentait pas les points saillants A, B, C, Finte- 

grale i du> serait evidemment egale a arc; car la tangente a 
fait un tour complet quand on revient au point de depart. Pour 

Fig. 61. 

C 




avoir la valeur de cette integrate, il faudra done retrancher de 27: 
les angles dont la tangente tourne en A, B, G, c 7 est-a-dire it A, 

7t B, it C. Comme la courbure est nulle en chaque point 
du contour, la formule (i i) nous donne 

() A + B + C-,-//,*. 

C'est le theoreme celebre de Gauss. 

La demonstration precedente suppose evidemment que le tri- 
angle geodesique suffit alimiter une portion de la surface, ce qui 
n'a pas toujours lieu dans les surfaces a connexion multiple, telles 
que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-etre, 
toutes les conditions indiquees pour 1'applicalion du the*oreme de 
Green ne se trouveront pas realisees. Pour ecarter toutes ces diffi- 
cultes, on peut remarquer avec M. Bertrand que le theoreme de 
Gauss est ne"cessairement vrai pour un triangle ge*odesique fini 
des qu'il" y est e*tabli pour un triangle infiniment petit. Si Ton de*- 
compose en efiet, par des sections geodesiques, le triangle ABC 
en triangles plus petits, on reconnaitra que 1'egalite relative a ce 
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triangle resulte de ['addition de toutes celles qui serapportent au\ 
triangles partiels. II resulte de cette remarque que le theoreme 
de Gauss est toujours vrai des que le triangle geodesique suffit, a 
iui seul, a limiter une portion continue de la surface, ne conle- 
nantaucun point singulier dans son interieur; car toutes les con- 
ditions supposees dans la demonstration sont evidemment \erifiees 
pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne 
renferme aucune singular! te. 

La demonstration precedente s'applique egalement a un poly- 
gone dont les cotes sont des lignes geodesiques; et elle nous 
montre que la courbure totale d'une portion de la surface li- 
mitee par un poly gone dont les c6tes sont des lignes geode- 
siqites est egale a Vexces de la somme des angles de ce poly- 
gone sur autant de fois le nombre ~ quil y a de cotes moins 
deux. Au reste, cette proposition plus generale est un simple co- 
rollaire du theoreme de Gauss et peut s'en deduire par la decom- 
position du polygone en triangles. 

II est inutile de faire remarquer que le theoreme de Gauss 
peut etre envisage comme une belle generalisation de la proposi- 
tion d* Albert Girard relative a Taire du triangle spherique. Si on 
1'applique, en eflet, a une surface de courbure constante et egale 
a Tunite, on reconnait immediatement qu'il donne 1'aire d'un tri- 
angle geodesique en fonction des angles de ce triangle; et Fex- 
pression ainsi obtenue est identique, comme il fallait s'y attendre, 
a celle que Ton connait depuis longtemps pour le triangle sphe- 
rique. Le meme theoreme, applique a une surface de courbure 
constante rnais negative, nous montre que, dans toute surface de 
ce genre, la somme des angles d'un triangle geodesique est infe- 
rieure a deux droits, et que le deficit mesure precise men t Paire du 
triangle geodesique. Nous aurons Toccasion de revenir sur ces 
remarques. 

642. Nous allons maintenant indiquer une application d'une 
nature toute differente, qui nous conduira a une expression nou- 
velle de la courbure geodesique. Soit AB (Jig. 62) un arc de 
courbe quelconque; menons les geodesiques AC, BG tangentes 
en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABC auquel on 
pourra appliquer la formule generale. 
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Ea raisonnant comme dans le cas du triangle geodesique, on 
trouve 

Cdu = A+-B+-C-7: = - BCJH, 

et, par consequent, la formule (10) nous donne ici 



Fig. Ga. 




Si nous supposons Tare AB infiniment petit, Fintegrale double 
du second membre est du troisieme ordre, comme 1'aire du tri- 
angle ABC. On a d'ailleurs, en negligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

r B ^ _ ch_ 
i - - j 

p,* A designant le rayon de courbure geodesique en A. II vient done 

f/S 



le rayon de courbure etant, d'apres nos conventions, considere 
comme positif lorsqu'il sera dirige du cote de C. 

L' angle BCH de deux geodesiques tangentes infiniment voisines 
a recu de M. Liouville le nom Wangle de contingence geode- 
sique (*). On voit que son expression, tout a fait semblable a 
celle que Ton emploie dans la theorie des courbes planes, nous 
fournit une definition nouvelle de la courbure geodesique. Cette 



(') LIOUVILLE (J.), Sur la theorie generate des surfaces (Journal de 
ille, t. XVI, p. 180; i85i). 

D.-III. 



l3o LIVRE M. CH1PITRE VI. 

definition, que Ton peulcTailleurs etablir directement, permet de 
rattacher la formule generate de M. Bonnet a celle de Gauss : il 
suffira de remplacer chaque cotirbe par un polygone circonscrit 
forme d'un nombre illimite de lignes geodesiques. 

Comme on a, en negligeant seulement les termes du Iroisieme 
ordre, 

r C - ( T ~ 1 

J\ ?ff 2 \Pfi-A ' ?fftt/ 

on pourra substituer a la relation (i3) la suivante 



dans laquelle les erreurs commises sont seulement de 1'ordre 
de ds'\ 

643. II ne nous reste plus, pour achever 1'etude de la courbure 
geodesique, qu'a faire connaitre une formule elegante, due a 
M. Liomillej qui permet d'exprimer la courbure totale de la sur- 
face au moyen des rayons de courbure geodesique des courbes 
coordonnees. 

Supposons Felement lineaire donne par la formule 

(i5 ) ds~ = A 2 du- -i- 2 AC cos a du dv + G- dv-. 

Nous avons obtenu, pour les courbures geodesiques des lignes 
coordonnees, les expressions suivantes [II, p. 891] 

- G dn A dm 

Vi6 ) = -- -4- r ls - = - -- h r. 

p ffv dv p fu du 

Si Ton porte les valeurs de r, r { deduites de ces equations dans 
Fexpression (ID) de la courbure [II, p. 364], on aura 



du dv ' 

C'est la formule de M. Liouville ( { ). Dans le cas des coordonnees 
rectangulaires, elle est susceptible d'une transformation elegante. 



( T ) On la trouvera dans Tarticle que nous venons de citer. 
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Eilectuons les derivations et remarquons que Ton a 

gA = AC dC =J AC. 

C)P pg. w ' (?^ ~~ p ff( / 

en remplacant les derivees de A et deG par ces valeurs et divisant 
par AC, nous trouverons 



RR' Cdv c p w 




w 



on encore, en de*signant Arf, G dv respectivement par ds u , i 

'181 = pi? " 

La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprimee d'une 
maniere enlierement geometrique en fonction des courbures 
geodesiques de deux courbes coordonnees appartenant a un 
svsteme orthogonal et de leurs derivees par rapport a la normale. 

M. Bertrand a montre que la formule de M. Liouville resulte 
inimediatement du the'oreme de Gauss. 

Appliquons, en effet, la formule generale de M. Bonnet auqua- 
drilatere curviligne forme par quatre lignes coordonnees (w), 
( u 4. Aw), (r), (v + AP) (fig. 63). On aura d'abord 

*^to = air (ic M 1 ) ( P f ) (IE P) (w M ), 



M, ]\r, P, P 7 designant les angles int^rieurs du quadrilatere 
MM'P'P. Si a designe Tangle des lignes coordonnees, on aura evi- 
demment 

/ d& = A wt ,a, 

A ttt , design ant, selon 1' usage, la difference seconde de a lorsque u 
et 9 recoivent respectivement les accroissements A;^ et Ac. 

/ds 
etendue a tout le contour^ 

9ff 



r\ 
On 



aura 



rds _ r*' \du r*'cdv r*'kdu r p c^ 

J P^ JM P ~^Jw P^ t/ P P J M PC 



I 32 

c'est-a-dire 
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rds r*\du . rzdo m 

I At,! r-A u / , 

J ?ff Jyi f /M ?f 



et, par consequent, la formule de M. Bonnet nous donnera 

'AC sir 



RR' 



Fintegrale double etant etendue a tout 1'interieur du quadrilatere. 
Si AM et At^ deviennent infiniment petits, cette formule se reMuit 
evidemmenta celle de M. Liouville. 




Nousallons indiquer quelques applications. Supposons d'abord 
que les lignes coordonnees soient toutes des geodesiques; ^-, ~ 
seront nuls et Ton aura, pour Texpression de la courbure, 
, AC sin a d-y. 

(I9) -Rfe-^diT*;' 

Si 1'element lineaire de la surface a ete ramene a la forme 
( ao) ds- = du' 2 4- dv% -f- 2 du dv cos a, 

on aura 

i dz i dx 

(21) = , = _ 

?ffu vu Pff* dv 
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et, par consequent, 



sin a 
"RR 7 



La forme (20) de Felement lineaire, sur laquelle nous aurons 
{'occasion de revenir, offre quelqueintert au point de vue gome- 
trique; si Ton fait croitre les variables u et^par degres egaux, on 
obtient une division de la surface en losanges infiniment petits 
dont les cotes sont tons egaux, mais dont les angles son t variables. 
Considerons, avec M. Tchebychef (*), une etoffe formee par deux 
systemes de fils croises a angle droit. Si Ton admet, avec Feminent 
geometre russe, que, dans toute deformation de Fetoffe, le point 
d'intersection de deux fils rectangulaires quelconques n'est pas 
change, mais que Fangle seul de ces deux fils a pu varier, il est 
clair que Felement lineaire de la surface formee par Fetoffe, pri- 
miuvement defini par la formule 



prendra^ par la deformation de Fetoffe, la forme 

ds- = du- -*- dv- -h 2 cosx du dv, 

ou a sera une fonction quelconque de u et de v. Ainsi, d'apres les 
idees que nous venons d'exposer, il faudrait, pour habiller une 
surface, r^soudre le probleme de Geometrie suivant : 

Ramener,par un clioix convenabledescourbes coord 'onnees, 
V element lineaire de la surf ace propose e a la forme (20). 



Revenons maintenant au theor^mede Green et supposons 
que plusieurs courbes soient necessaires pour limiter la portion 
de surface que Fon consid&re. Ce cas peut se presenter pour les 
surfaces les plus simples, comme le plan, la sphere, etc. Par 
exemple, on peut considerer (fig* 64) la portion d'une surface 
comprise entre la courbe (A) et les courbes (B) et(C). On suivra, 
dans ce cas, la m^thode bien connue et Fon fera des sections qui 
nous rameneront a Fhypothese examinee en premier lieu. Ici, par 



( ! ) TCHEBYCHEF, Sur la coupe des vetements (Association, franraise pour 
ravancement des Sciences. Congres de Paris, p. i5^j 
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example, nous joindrons par des traits aj3 et os les courbes (A) et 
(B),(B)el (Ci, Iransformant ainsi la portion de surface consi- 
deree en une aire a connexion simple; puis nous suivrons le con- 
tour total a yo s^'l l ^^ *axAa, daas un sens ou dans 1'aulre, 
parexemple de maniere a laisser toujours Faire a notre gauche. 
Les chemins a3, 02 etant parcourus deux fois en sens contraire, 
ies valeurs de Tintegrale 



relati\es a ces portions du contour se detruiront si, conformement 
a rinpothese, les fonctions M et N sont uniformes ; et il restera 

Fig. 64. 




seulenient a etendre Fintegrale precedente aux trois courbes (A) 
(B), (C), parcourues chacune dans un sens tel que Taire consideree 
soil toujours a la gauche du mobile. On aura done, en repetantla 
demonstration que nous avons donnee plus haut, 



le signe V indtquant que Tintegrale du premier membre doit etre 

etendue a toutes les courbes limites. El, s'il existe, a Fint^rieur de 
1'aire, des points pour lesquels les conditions decontinuitene soient 
pas satisfaites, on les isolera par nne courbe que Fon joindra a 
celles qui limitent la region consideree. 

Faisons Fapplication a la formula qui donne le rayon de cour- 
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bare geodesiqtie; nous aurons 



") 2 

les signes 7 et / ay ant la mme signification que precedemment. 

6i3. Dans le cas ou la surface n'a pas de limites et ou les con- 
ditions que nous avons enoncees sont remplies en chaque point 

de la surface, on aura 

ch __ 
RR 7 ~* 

(Test ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendre par un 
cercle tournant autour d'un axe situe dans son plan mais ne le 
rencontrant pas. Si 1'on rapporte cette surface au systeme forme 
par les meridiens et les paralleles, toute region infiniment petite 
de la surface sera traversee parle reseau de ces lignes comme une 
region du plan Test par des droites paralleles a deux axes coor- 
donnes. La courbure totale du tore sera done nulle. On peut con- 
firmer ce resultat en considerant successivement la portion con- 
vexe et la portion a courbures opposees de la surface. La portion 
convexe, par exemple, est limitee par les deux paralleles extremes 
de la surface. Pour chacun d'eux, on a evidemment 



CO = 0, 



rds 

I = . 2Tc; 

J ?sr 



et, par consequent, cette portion convexe a pour courbure 4~* 
Quant a la courbure de Tauire portion, elle est exprimee par des 
integrates etendues aux monies contours, mais dont tous les ele- 
ments sont egaux et de signe contraire a ceux des integrales pre- 
cedentes. Elle est done egale a 4*^ et la courbure totale est 
nnlle. 

Une sphere, un ellipsoi'de ont evidemment une courbure totale 
egale a 4^- Les remarques precedentes nous conduisentpar suite a 
cette conclusion qu'il est impossible de rapporter ces surfaces a des 
s\stemes de coordonnees permettant de de*couper chaque region 
de la surface en mailles rectangulaires. Et en effet, quel que soit 
le systeme de coordonnees employe sur une sphere, il y aura tou- 
jours, dans 1'application de la formule generale, des points ou des 
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lignes a isoler. SiTonrapporte, par exemple, la sphere au svsteme 
forme des meridiens et des paralleles ? il faudra isoler les deux 
poles; si Ton emploie les coordonnees elliptiques, il faudra isoler 
les quatre foyers, etc. Mais on peut appliquer la formule gene- 
rale u la zone comprise entre deux paralleles de colatitudes el 
h { . On aura, pour le premier parallele, 

C i Cds , 

I 6?w = o. / ~27:cos60 
J J 9s 

el, pour le second, 

Cj C ds * 

I #0 = o, / - = a^cosQj. 

* / ?ff 

La formule generate deviendra 
(2 3) awl cose,-co89 i >=yjg, 

ce qui est bien d'accord avec les resultats connus. 

646. Nous donnerons, en terminant, une transformation de la 
formule generate qui permet d'eliminer la courbure gdodesique. 
Nous avons vu (n 631) qu'etant donne un arc de courbe MM', si 
1'on porte stir les normales geodesiques des longueurs infiniraent 
petites A, la variation de cet arc a pour expression 



cMM'=- C . 
^ 7 M rs 



Si nous appliquons ceite formule a un contour ferm6 et si nous 
supposons A constant et egal a o/z, elle nous donnera 



on ?ff 

s designant 1'arc de la courbe et Fintegrale etant etendue atoutle 
contour. L'emploi de cette relation permet d'ecrire la formule (a4) 
sous la forme 

Mais il importe de remarquer que, d'apres la convention rela- 
tive au signe de p*, la longueur constants S/z doit etre portee sur 
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la portion des nonnales geodesiques da contour dirigee rers 
rint&rieur de Vaire, si le contour est suppose parcouru dans 
le sens direct. Pour definir (Time maniere tout a fait precise le 
sens direct, il suffit d'imaginer un observateur place sur la surface 
da meme cote que la partie positive Oz de Taxe des z du triedre 
(T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur sui\rait 
les diverses parties du contour en laissant toujours a sa gauche 
1'aire considered. 

Les integrales / rfco qui figurent dans la formule (z~ ) sont 

etendues aux differentes courbes qui forment le contour. Soit (C) 
Tune de ces courbes: si elle n'a aucun point saillant, Fintegrale 
correspondante sera evidemnient un multiple de 21:, puisque. 
apres un tour complet, les lignes trigonometriques de d> repren- 
nent la meme valenr ; si, an contraire, la courbe est brisee, on aura 



h etant entier et 56 designant la somme des angles 8 dont la lan- 
gente tourne brusquement a chaque point saillant. 

6i7. Les proprietes que nous venons de faire connaitre suc- 
cessivement se ramenent en derniere analyse au beau theoreme de 
Gauss sur la courbure du triangle geode"sique. II est naturel de se 
demander si ce theoreme constitue une propriete caracteristique 
des lignes geodesiques. Lareponse a cette question n'offre aucune 
difficulte. 

Reprenons la formule (9) qui donne le rayon de courbure 
geodesique et qui conduit a Pequation 

//* ds r r dz 
a o> / = II =5-^-, j 

ou les integrales simples et double ont la signiiication pltisieurs 
fois rappelee. Le theoreme de Gauss et la formule plus generate 
de M. O. Bonnet reposent sur 1'equation 



que Ton deduit de la pr^cedente en supposant que le contour esl 
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exeliisnemeni forme de lignes geodesiques. La question que nous 
avons maintenant a nous proposer est done la suivante : Est-il 
necessaire,pour que V equal ion (29) ait lieu } que Le contour soit 
forme de lignes geodesiques? Or, si nous comparons cette equa- 
tion (29) qui doit avoir lieu a la relation (28), qui est absolument 
generale, nous reconnaissons qu'elle equivaul a la suivante 



ou Hntegrale est etendue a tout le contour. Cette condition est 

evidemment verifiee si est nul en chaque point du contour, 

?ff 
cVst-a-dire si le contour est forme de lignes geodesiques; mais 

elle aura lieu encore dans le cas bien plus general ou toules les 
courbes qui composent le contour satisferaient a Pequation du 
second ordre 

i 3il = dv(iii (-')? 

?ff 

v etant une ibnction arbitraire assujettie a 1 'unique condition 
d'avoir une valeur bien determinee en chaque point de la surface. 
Nous sommes done conduits a la conclusion suivante. 

Le iheoreme de Gauss ne const! tue nullement une propriele 
caracteristique des lignes geodesiques; il est encore vrai pour 
toutes les courbes qui satisfont a 1'equation (3i), c'est-a-dire pour 
lesquelles Tangle de contingence geodesique est la differentielle 
exacte d'une fonction de point. 

C'est ainsi que, si Ton considerc dans le plan les courbes qui 
satisfont a 1'equation differentielle 

ds , , 

=rfo(.r, y), 

jc eiy designantles coordonnees cartesiennes, la somme des angles 
d'un triangle curviligne quelconque forme avec trois de ces courbes 
sera egale a deux droits. 

Plus generalement, si Ton considerait une integrale double quel- 
conque 
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e les courbes salisfaisant a i'equation differenlielle 

_ / da d-u \ 

do u, r, -7- 5 -7-7 . = M ^a j- \ t/t?, 
4 \ ^ dv- ) 

1'integrale double, etendue a tout polygone forme de ces courbes, 
s'exprimerail en fonclion de la somme des accroissements que 
prend la fonction o quand on passe d'un cote du polygone an sui- 
vant. Ces remarques n'ont peut-^tre pas d'importance pratique; 
raais elles font mieux comprendre les methodes precedentes ( 1 ). 



( l ) DAIIBOUX, Sur une se'rie de lignes analogues aux lignes geodesiques 
(Annales de I'ficole -\ormale, t. VII, i re serie; 1870). 
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CHAPITRE TIL 

LES CEIICLES GEODESIQTJES. 

.\ou\elle application du theorerne de Green; generalisation clu theoreme des 
projections. Expression analytique du rayon de courbure geodesique d'unc 
courbe definie de la maniere la plus generale par une equation quelconque en 
courdonnees curvilignes. Etude des courbes (F) qui sont definies par cette 
propriete qu'en chacun de leurs points la courbure geodesique soil une fonc- 
tion donnec & 1'avance des coordonnees du point. Equation du second ordre 
au nioyen de laquelle on les determine. On peut, comme dans le cas des 
lignes geodesiques, ramener la determination de ces courbes a 1'integration 
d'une equation aux derivees partielles du premier ordre. Propositions et 
proprietes de maximum ou de minimum analogues a celles des lignes gC*ode- 
siques. Des cercles geodesiques, c'est-a-dire des courbes dont la courbure 
geodesique est constante. Determination des cercles geodesiques pour toutes 
les surfaces applicables sur des surfaces de revolution. Proprietes relatives 
a la courbure geodesique dans les systemes isothermes. Systemes orthogo- 
naux composes de deux families de cercles geodesiques. Cas des surface? 
a courbure constante. 



648. Considerons un faisceau de cotirbes () represente par 

Inequation 

cpt u. 9) = const. 

et une courbe fermee (A) (fig. 65). Calculons, en chaque point 
de (A), Tangle 6 de la courbe (A) et de la courbe (o) qui passe 
en ce point, supposees Tune et Fautre parcourues dans le sens 
indique par les fleches. Si 1' element lineaire est donne sous la forme 
de Gauss, on aura 



cos 6 = - G dv 5r 

ds 05 

les s\mboles d et 3 se rapportant respectivement a la courbe (A) 
el a la courbe (sp). On aura done 



do % d'z ^ 

- OM -H ^r 1 OP' = O, 

ou dv 
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eL par consequent, 



H 



OP 

OS 



do 
Ou 



H clesignant le radical y/EG F 2 et As etant le pararnetre diffe- 
rential deja rencontre dans la theorie des lignes geodesiques. Le 
radical aura son signe determine par la condition que les \aleurs 



Fig. 65. 




Je o , av correspondent au sens marque par les tleches sur les 
courbes (cp). En portant les valeurs de o^, Zv dans Texpression de 
cos 5, on trouvera 



F 

J -- r 



, A 

ds cos = 



H 



, 

z an 



ou, plus simplement, 

/ ft IT r) /^ , rr d 

ds cosO = H r-T-r- du H 



(3) 



Par suite, Fintegrale 



cos 6 ^ 



etendue an contour (A) sera egale, d'apres le theoi^eme de Green, 
a 1'integrale double 




du [ 



)]** 



etendue a toute 1'aire limitee par le contour. 
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D'autre part, d'aprrs la demonstration m&me que nous avons 
donnee de ce theoreme, la meme integrate curviligne sera egale a 
la somme des integrates analogues relatives a chacun des con- 
tours infmiment petits dans lesquels on peut resoudre le contour 
( AK Prenons pour un dc ces contours celui qui est forme (fig. 66* 



Fig. 66. 




par deux courbes infiniment voisines (), ( + dv ) et par deux de 
leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soil MM'P'P 
ce contour, qui sera parcouru dans le sens indique par les leltres. 
On a evid eminent 

r w r *> 

I ds cos = MM', / ds cos = o, 

= PP'. 



et ? par consequent, Fintegrale etendue a tout le contour aura pour 

valeur 

MM' PP'. 

Si Ton emploie 1'expression de la courbure geodesique donnee au 
n 635, on trouvera 



po- designant le raj'on de courbure de la courbe (o) au point M, 
rayon qui sera considere comme positif seulement s'il est porte 
dans le sens MP. D'ailleurs, comme MM'.MP represente 1'aire d? 
comprise a Finterieur du contour MM'P'P, on peut ecrire la re- 
lation 



(5) 



f'ff 
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quidonne une nouvelle expression de Fintegrale curviligne etendue 
au contour (A). 

Si nous Fegalons a Fexpression deja trouvee, nous obtiendrons 
la relation 

rr*i=- r r[*/u^\+*(u*j&\] dtgdf , 

JJt* / / *"( d fS ) *( ,*L ) 

J J L \ <>" / \ *v 1 J 

ou les deux integrates doubles sont etendues Fune et Fautre a la 
nie"me aire. Corame cette aire est d'ailleurs limitee par un contour 
queleonque, il faut necessairement que les elements des deux in- 
legrales soient egaux. On aura done, en remplacant ch par H du dv* 
Fequation 

H 




qui fera connaitre la courbtire geodesique des courbes ('^). Cette 
fomiule elegante est due a M. O. Bonnet, qui Fa demontree par 
d'autres considerations ( H ). 

La formule (5), qui resulte dela methode precedente, peut etre 
consideree comine une generalisation du tkeoreme des projections. 
Supposons, en effet, que les courbes (cp) deviennent des droites 
paralleles dans le plan. On aura, pour tous les points de Faire, 
p= x et, par suite, 



ce qui constitue 1'expression analytique du theoreme des projec- 
tions. 

649. On peut faire reposer sur Fequation (6) la theorie des 
courbes dont la courbure geodesique est une fonction queleonque 
donnee a Favancej F(u, ( J ), des coordonne*es u et 9 du point de 
la courbe. Ces courbes sont de*finies par Fequation differentielle 



(') 0. BONNET, Memoire sur I'emploi d*un nouveau systeme de variables 
dans V etude des proprietes des surfaces courbes (Journal de Liouville, ^ serie, 
t. V, p. 164 ; 1860). 
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du second ordre 

< ~ F ( u, 9 ) ds = flfa> - 



que Ton deduit immediatement de I'expression connue da rayon 
de courbure geodesique. Elles comprennent comme cas particulier 
ies courbes dont la courbure geodesique est constante, et elles 
donnent la solution d'un interessant probleme de Calcul des 
variations. II nous suffira, pour le montrer, de suivre la methode 
que nous a\ 7 ons deja employee (Livre V, Chap. IV) dans Tetude 
des lignes geodesiques. Pour abreger, nous designerons sous le 
nom de courbes (F) toules celles que nous venons de definir et 
qui satisfont a Pequation precedente ou, si Ton veut, a la suivante 

(8) ~ =F{w. v). 

?ff 

Soit 



t u. v) = const. 



Tequation d'une famille quelconque de courbes (F). En adoptant 
1'expression (6) de la courbure geodesique, nous voyons que s 
devra satisfaire identiquement a Tequation aux de'rivees partielles 
suivante 

TT _ / / TT <9i/AcD\ d / TT <)v/Ao\ 

<q> H (u, P)-T- --/ H ~ J: T - L \ + T / H "V" 5 - l =- 

' 7 \ ' ' ,).. I .rJ.~i I /Jfl I Aff. I 




Or on peut toujours, el d'une infinite de manieres, mettre le 
produit HF sous la forme (* ) 

_ , , ^N <*M 

110) H F(U 9 V ) -r r-- 

V > / ^ ^p 

Si Ton substitue cette expression dans Tequation (9) et si Ton 
desigoe, pour abreger, par p' et q r Ies derivees de p, on mettra 
Tequation a integrer sous la forme 



() Parexemple, on donaera M arbitrairetneat et Ton dtkennmera N par une 
quadrature. 
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En introduisant une fonction auxiliaire f) dontnous designerons 
les derivees par/? et q, on peat evidemment remplacer Tecjuatior 
precedente par le systerne suivanl : 



Or ces deux equations ne contiennent cp que dans le rapport ^ * 

On pourra done eliminer ce rapport et Ton sera ainsi conduit a 
1' equation du premier ordre pour 6 

E(X -4- q ) 3 ?.F( X -f. <7 )( M +/> ) -f- G(M -^ 



_ 
' EG F 2 ~~ I? 

(|iii se reduit a celle que nous avons donnee pour les lignes geo- 
tiesiques quand on y fait M = N = o. 

I! suffit de se rappeler les resultals etablis an Livre V(Chap. V) 
et Ton reconnaitra immediate men t que 1'equation precedente ex- 
prinie la condition necessaire et suffisante pour que la difference 

d s i _ ( db -T- M du -4- N dv ) 2 , 

consideree comme une fonction homogene de du et de dv, soit un 

carre parfait 

2 du -f- 3 dvf>\ 

\\ resulte d'ailleurs des formules (12) que ce carre aura pour 
expression 



Nous sommes done conduits u la proposition suivante : 

Pour obtenir toutes les families de courbes (F), il sujfflra de 
determine?* une solution quelconque de V equation aux derivees 
partielles (i3). Cette solution 6 etant trouvee, le carre de V ele- 
ment line air e pourra se met Ire sous la forme 

\ i.\) ds 2 = ( ^0 H- M du -+ N dv K 2 H- (* d.t - 

et V equation differ entielle 

OL du -r P dv = o 

defmira Vune des families cherchees. 
D.~ ill. 
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En d'autres termes, le probleme propose esL equivalent au sui- 
vant : 

Mettre V element lineaire de La surface sous la forme 
( n) els* = (db -r- M du + N dv)* -i- c* db\. 

Les courbes 9, = const, seront celles qu'il s'agissait de determiner. 

650. Cctte proposition est evidemment analogue a celle que 
nous avons donnee au n 531, relativement aux lignes geode- 
siques. Elle donne lieu aussi a un grand nombre de consequences, 
toutes semblables a celles que nous avons developpe"es plus haul 
(Livre V, Chap. V). Nous allons les indiquer rapidement, sans 
apporter a cette etude autant de soin et de rigueur que dans le cas 
plus important des lignes geodesiques. 

On peut demontrer d'abord, par Papplication pure et simple de 
la methode expose*e au n 532, que, si Ton a obtenu une solution f) 
del'equation (i3) contenant uneconstante arbitraire a, on ponrra 
prendre, dans la formule (i5), 



et, par consequent, 1'equation g^n^rale des courbes (F) sera 

(.0 f = a'. 

da 

Nous reviendrons plus loin (n651) sur ce sujet; et nous allons 
maintenant montrer comment on generalise les proprie'tes de mi- 
nimum relatives aux lignes geodesiques. 

Soit (F) Vune des courbes (F) et soient A et B deux de ses 
points, sujffisamment voisins. Si Von considere toutes les 
courbes (K) joignant ces deux points, pour lesquelles Vinte- 
grale 



f 

*^A 



a meme valetir que pour la courbe (F'), celle de ces courbes 
dont rare compris entre A et B sera le plus petit possible sera 
precisement la courbe (F'). 



LES CERCLES GEODESIQUES. \\~ 

Imaginons, en eflet, que Ton considere la famille formee par 
ioutes les courbes (F) qui passent en A et la fonction correspon- 
dante 6 dont les derivees sont liees a celles de par les equa- 
tions (12). On pourra mettre P element lineaire de la surface sous 
la forme 

M; } ds*- = (<# -r- M du -r- N dv)*+v* d^. 

Par des raisonnements analogues a ceux du n 518, on mon- 
trera que Ton peut constituer autour de A une region telle que, 
par le point A et par un point B de cette region, il passe une 
seule courbe (F) situee tout entiere dans la region. On obtiendra 
cetle region, par exemple, en portant sur toutes les courbes ( F) 
une longueur egale on inferieure a une limite /. Ce point etant 
admis, on pent repeter rapidement la demonstration du n521. 

Pour une courbe quelconque (K) joignant A a un point B de la 
region, Tare s est donne par la formule 



s I /(^O -+- M du 4- N 

*^A 

On a done, si la courbe (K) est distincte de (F'), 
r* 

s > / ( d& 4- M du -+- N dv ) 
J\ 



<m 



et, si la courbe (K) se confond avec (F'), 

do ) s ' = C (d +- M du 4- N dv) = 6 B BA H- / (M du ~ _\ dv). 
J A J\ 

Mais, par hypothese, nous ne considerons que les courbes (K) 
pour lesquelles 1'integrale 

T B 

( -ao ) / ( M du -r- N c?r j 

a la m6me valeur que pour la courbe (F 7 ). La comparaison de 
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rinegalite (18) et de 1'equalion (19) nous donne done 

s > s', 

et la proposition que nous avions en vue est ainsi demontree. 

On peut deduire des formules precedentes une autre conse- 
quence. -Vassujeltissons plus Fintegrale (20) a avoir une valeur 
determinee, mais considerons, parmi les courbes (R) reunissant 
les points A et B ? celles qui ont la mme longueur que (F). On 

aura alors 

s s'j 

et la comparaison des formules (18) et (19) montre alors que /'//#- 
t eg rale 



f 



(M 



sera plus grande pour la courbe (F 1 ) que pour toute autrr 
cottrbe de meme longueur reunissanl les points A et B. 

On peut donner une forme differente a ces resultats. Menuiis 
par les points A et B une courbe fixe quelconque ADB (fig. 67 ). 




L'integrale (20), relative a toute autre courbe AHB unissanl les 
memes points, ne differe que par une constante de celle qui esl 
relative an contour entier AHBDA. Or Tintegrale curviligne rela- 
tive a ce contour ferme peut ^tre remplacee par Tintegrale double 



etendue a loute Taire que linaite le contour. On peut done trans- 
former coinme il suit les propositions precedentes : 

Solent A et B deux points sujffisamment voisins, pris sur une 
courbe (F), et ADB une courbe fixe, mais quelconque, unissanl 
les deux points. La courbe (F) est la plus courte parmi toutes 
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; qui unissent les memes points et donnent a I 3 integrate Q 

la valeur qu'elle prend dans le cas de la courbe (F). On pent 
dire aussi que, parmi toutes les courbes de meme longueur 
unissant les deux points y la courbe (F) est celle pour laquellr 
rintegrale Q est maximum. 

631. Nous sommes maintenant en mesure de resoudre les deux 
questions suivantes : 

Etant donnee une courbe quelconque ADB, trouper, parmi 
It's courbes AHB joignant ses extremites et pour lesquelles une 
rertaine integrale double 

^N d\i v , , r r T 

- T~ } du dv = I I H F ( w, v ) an r, 

vtendue a Vaire ADBHA, a une valeur donnee, celle qui est la 
plus courte; 

ou encore 

Trouver parmi toutes les courbes dememe longueur unissant 
les points A et B celle pour lay ue lie I 3 integrale double prece- 
dent e est maximum . 

On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure 
podesique est determine par la formule 



_ 

i , du dv 

= k - - 



ou ^ designe une constante arbitraire. On construira celles de ces 
courbes qui passent par les points A et B; et Ton determinera la 
constante k par la condition que i'integrale double Q dans la pre- 
miere question, ou la longueur de Tare dans la seconde, ait la 
valeur donnee a priori. Les courbes obtenues donneront la solu- 
tion cherehee. Cela resulte presque immediatement des proposi- 
tions e"tablies. La regie pre'cedente est d'ailleurs celle a laquelle 
conduit 1' application reguli&re des methodes du Calcul des varia- 
tions. Le lecteur retablira aisernent le calcul que nous omettons 
ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra determiner 
les courbes et exprimer les conditions indiquees. 
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On ecrira d'abord Fequation aux derivees parlielles 



que Ton obtient en remplagant M 5 IN par M, AN dans 1'equa- 
tion (i3). 

Supposons que Ton en connaisse une solution 6 contenant la 
eonslante arbitraire a. On pourra mellre 1'element lineaire de la 
surface sous la forme 



Sui\ant la methode du n 532, differentions en faisant varier 
seulement les constantes a et k. Nous aurons 

m- 



du -f- N rf<0][y jjj la + (d gj -h M ^ -j- N <*? ) 8A- 



La difTerenlielle rf8 i? consideree comme fonction de du et de A> 
doit diviser la premiere ligne. Comme elle ne peut diviser le pre- 
mier facteur, elle doit necessairement diviser le second, et cela, 
qitels que soient oa : SA\ En repetant le raisonnement du numero 
cite, on pourra prendre 



et il restera Tequation nouvelle 

(^5 ) d^ 4- M du 4- N dv = X d^- 9 

ok da 

ou A designe un facteur de proportionnalite. On en deduit la con- 
s^quence suivante. 

Si Ton se deplace sur une des courbes integrales (84 = const.) 
entre deux points A et B, ~ demeurera eonstante. On aura done 

JJA 

d^-, 4- M du -4- N dv = o 
et ? par suite, 



L'int^grale simple qui figure dans le premier membre est egale 
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^ Q 1 9 I etant une constante connue. On a done 



On aura de meme, 5 designant Fare AB, 



X 

.9= / 

/A 



ou encore 

(27; $ 

Ges expressions de s et de Ci permettront d'ecrire simplement 
les equations de condition qui se presentent dans les deux pro- 
blemes proposes plus haut. 

682. L'application la plus interessante des propositions gene- 
rales precedentes se rapporte au cas ou Pintegrale double est 
celle qui donne Taire d'une portion de la surface. On doit alors 
determiner M et N par Fequation 



et la fonnule (22) nous donne 



Les courbes correspondantes ont leur courbure geodesique 
constante. Nous les nommerons, pour abreger, des cercles geode- 
siques (^). Des resultats qui precedent nous deduisons les corol- 
laires suivants : 

Parnii toutes les courbes de meme longueur unissant deux 



( ' ) Quelques auteurs, au contraire, appellent cercles geodesiques les courbes 
que 1'on obtient en portant des longueurs conslantes sur toutes les geodesiques 
passant par un point. Comme le cerele, ces courbes sent toujours fermees et elles 
coupent & angle droit tons leurs rayons geode"siques; mais elles n'ont pas, en 
general, leur courbure geodesique conslante. Les lignes a courbure geodesique 
constante, auxquelles nous reservons ici le nom de cercles geodesiques, ne sont 
fermees que sur les surfaces & courbure constante. Le lecteur retablira en cher- 
chant requation approchee d*un cerele geodesique de courbure infiniment petite. 
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points A et B, celle qui, jointe a une courbe fixe ADB (fig. 67), 
Umite la plus grande etendue de la surface est un cercle geo- 
desiqitc. 

Parmi toutes les courbes unissant les memes points et limi- 
tant une etendue donnee de la surf ace, la plus courte est un 
cercle geodesique. 

653. Pour donner au moins une application de la theorie ge*ne- 
rale qui precede, nous allons montrer que Ton pent determiner les 
cercles geodesiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur 
les surfaces de revolution (M. 

On a alors, pour 1'element lineaire, Texpression 



et Tequation do) devient 

dN dU 
H = v u) = - --- -- 

4 s ' Ou dv 

On peut done prendre 

M = o, N = /lp() du = ^j(u). 

Uequation a integrer (28) prend la forme 



Posons ici encore, comme an n 579, 

6 
il viendra 



?(") 
ce qui donnera 



( J ) Voir, $ ce sujct, les deux articles suivants : 

MINDING, Zur Theorie der Curven kiirzesten Umrings, bei gegebenem Fld- 
cheninhalt, auf krummen Fldchen (Journal de Crelle, t. LXXXVI, p. aycj; 
1878). 

DARBOUX, Sur les cercles geodesiques (Comptes rendus, t. XCVI, p. 54; i883). 
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Si Ton difference par rapport a a, on aura Fequation generale 
des cercles geodesiques 

/a--kb(u] 
- ' du = a'. 

<p(M)/p a () [ + ^(w)P 



Dans le cas des surfaces a courbure constante et egale a Tunite, 

on pent prendre 

cp( u) = s'mu, 

el Ton trouve, en effectuant la quadrature, 



/i -+ /c 2 a- sin(p TO) s'mu + acosu = /:. 

C'est Tequation que Tonobtient immediatement sil'on suppose 
que la surface soit une sphere de rayon i . 

654. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques pro- 
positions tres simples relatives aux cercles geodesiques et aux 
systemes isothermes. 

Considerons d'une maniere generale une surface rapportee a un 
systeme de coordonnees orthogonales, et soit 



la formule qui donne 1'element lineaire. Si Ton designe respec- 
tivement par p w et p ( , les rayons de courbure geodesique des arcs 
Arfw et Ccfo, on aura 



__, -_-. 

p v "" AC du p tt AC do 

Supposons d'abord que le systeme soit isotherme. On pourra 

prendre 

A = C = X, 
et il viendra 



d'ou Ton deduit 



(-} 

W= 



(35) + =- 

v ' du dv 

En divisant par \ et posant 

ds lL \du, ds v = X dv, 
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on peut donner a cette Equation la forme suivante 



<"> 




qui est entierement geometrique et qui exprime que les derivees 
des courbures geodesiques des deux courbes coordonnees sui- 
vant la tangente sont egales au signe pres. 

Cette propriete, il est aise de le reconnaitre, caracterise les 
svstemes orthogonaux et isothermes; car, si Ton remplace dans 
1'equation precedente ds u par A.du, ds v par Csfo, p w et p^ par 
leurs expressions (33), il vient 

A 



d'ou I'on deduit 

A_ /(a) 

G " /i(o)' 

equation caracteristique des systemes isothermes. 

L'equation (36), rapprochee de la remarque precedente, donne 
naissance aux deux consequences suivantes : 

i Si une famille de courbes isothermes est co?nposee de 
cercles geodesiques, il en est de meme de la famille isotherme 
formee par les trajectoires orthogonales. 

Supposons, en effet, que cette famille soil formee par les 
courbes de parametre r. Alors p u sera une fonction de v\ on aura 



>(-) 
w _. 



du 
et la formule (35) nous donnera 



= o. 



Done p,, sera une fonction de u, ce qui demon tre la proposition. 

2 Si des cercles geodesiques /orment deux families de 
courbes se coupant a angle droit, ces deux families sont iso- 
thermes. 
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En effet, Tequation (36) est alors verifiee, et nous venons de 
demontrer qu'elle caracterise les systemes isothermes. 

II nous reste a indiquer quelle est la forme de Tele'ment lineaire 
pour de tels systemes. Posons 



, - 

P? pM 

Les Equations (33) nous donneront 



d'ou, en integrant, on dedtiit 

Ainsi 1'element lineaire est exprime' par la relation 

(38) * 2 =^rrVF 

dont la forme seule suffit a e'tablir qu'il n'existe pas, en general, 
sur une surface donnee a priori, deux families orthogonales com- 
posees de cercles geodesiques. 

65S. Nous avons deja determine (n 638) les surfaces dont 
routes les lignes de courbure sont des cercles geodesiques. Nous 
signalerons ici encore une question non resolue. analogue a 
celle que nous avons proposee relativement a 1'element lineaire 
de M. Liouville : Rechercher toutes les surfaces dont V element 
lineaire pent etre ramene de diverses manieres a la forme (38), 
c'est-a-dire qui admettent plusieurs couples de families ortho- 
gonales composees de cercles geodesiques. 

Au nombre de ces surfaces on doit trouver evidemment toutes 
celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contente- 
rons de rappeler ici une proposition qui a ete demontree par 
MM. 0. Bonnet et Catalan : 

Etant donnees deux droitesT) et k,polaires Vune de Vautre 
par rapport a la sphere, tons les cercles dont les plans passenf 
par A coupent a angle droit les cercles dont les plans passent 
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pur D. Les deux families de cercles orthogonaitx ainsi deter- 
ininees sont les phis generates que Von puisse tracer sur la 
spliere. 

On demontre immediatement cetle proposition au mojen du 
lenime suivant : 

Ouand deux cercles d'une sphere sont orthogonaux, ie plan 
He chacun d'eux contient le pole du plan de Cautre par rap- 
port a la sphere. 

Ces systemes orthogonaux composes de cercles ont deja et^ 
employes aux n os 206 et 207. On pourrait les retrouver ici en ex- 
primant que 1'element lineaire (38) convient a une surface dont la 
eourbure est constante. On est ainsi conduit a une equation qui 
conlient, en meme temps que les fonctions U et V, leurs derivees 
des deux premiers ordres et qui permettra de determiner les ex- 
pressions les plus generales de ces fonctions U et V. 
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CMPITRE VIII. 

LES TRIANGLES GEODESIQUES ET LE THEOttEME DE GAUSS. 

Du systeme de coordonnees polaires dans une surface quelconque. Developpe- 
ment suivant Jes puissances de u de la courbure tolale et de la quantite A qui 
figure dans 1'expression 

C/A- = du" -f- X s dv* 

de 1'element lineaire. Distance geodesique de deux points queleonquc*. 
Son carre est developpable en serie. Caleul des premiers termes de celtr 
serie. __ Triangles geodesiques infiniment petits. Theoreme cle Gauss. 
Expression de la surface du triangle. Application des resultats precedent* a 
la determination de quelques infiniment petits relatifs a une courbe quelconque 
tracee sur la surface. Expressions de Tare approchees jusqu'aux termes du 
cinquieme ordre. Etude d'une question posee par M. Christoffel : recherche 
des surfaces pour lesquelles il y a, entre les sit elements d'un triangle geode- 
sique, une ou plusieurs relations independanles des coordonnees des six som- 
raets. Travaux de MM. Weingarten et von Mangoldt. Les surfaces a cour- 
bure constante sont les seules pour lesquelles il y ait plus d'une relation 
entre les six elements; et le nombre de ces relations est egal a trois. Le-s 
surfaces applicables sur des surfaces de revolution sont les seules pour lesquelles 
il y ait une relation, et une seule, entre les six elements. Demonstration de 
ce dernier resultat par la consideration des triangles geodesiques infinimenL 
aplatis. 



6S6. Considerons toutes les geodesiques passant par un point 
C d'une surface donnee (fig. 68). Nous avons vu [II, p. 407] que, 
Jans une region suffisamment petite s'etendant autour du point C, 
chaque point A de la surface est bien determine par sa distance 
geodesique u = AC au point C et par Tangle v que fait en C la 
geodesique CA avec une courbe fixe quelconque CH, choisie pour 
marquer 1'origine des angles. 

On sait qu'avec ce systeme de coordonnees Telement lineaire 
est deiini par la formule 

( i ) ds- = du- -f- A- dv*, 

et que la courbure totale de la surface a pour expression 
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Si Ton porte des longueurs egales sur toutes les geodesiques 
passant en C, on obtient une courbe fermee entourant le point C. 
L'element de i'arc de cette courbe a pour valeur 



ds = 



On voit done que \ doit devenir nul avec w, et, de plus, en 
assimilant la surface a un plan dans la region voisine du point C, 
on reconnait que le rapport de \ a u doit tendre vers F unite 



Fig. OS. 




lorsque u diminue indefiniment. Mais, pour etablir ce point en 
toute rigueur et surtout pour obtenir des resultats plus complels 
sur la forme de X, nous devons donner quelques developpements 
qui sont d'ailleurs ne*cessaires pour la suite. 
Soit 

(3) <& 2 = E dp* -f- -*F dp dq 4- G dq* 

Texpression de 1'element lineaire rapporte a un systeme de coor- 
donnees quelconques p et q. Si/?i, q { designent les coordonnees 
du point C, nous admettrons que E, F, G sont developpables 
suivant les puissances de p p l9 q q { . Ces conditions sont 
evidemment remplies, avec une infinite de systemes de coordon- 
nees, pour toute region de la surface ne presentant pas de singu- 
larite. Pour plus de simplicite, substituons aux coordonnees /?, q 
les differences pp { , q q { . De cette maniere, les deux coor- 
donnees du point C deviendront nulles et E, F, G deviendront 
developpables en series ordonnees suivant les puissances de p 
et de q\ ces series seront convergenles au moins tant que les 
modules de p et de q 11 atteindront pas certaines limites deter- 
mine es. 

Ces hypotheses etant admises, nous avons vu au n 518 
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[II, p. 4<>S] que, si Ton trace une ge"odesique passant par le 
point (jPo, #0)5 l es coordonnees /?, q d'un point quelconque de 
cette ligne sont d^finies par les Equations 

(4) 

ou les coefficients a, a', a", . . . , p, (3', p /; , . . . sont des series, 
ordonnees suivant les puissances de p^ q Q et convergentes tant 
que les modules de ces variables sont inferieurs a des quantites 
determinees. Quant aux quantites />', #', elles ontpour expressions 

fda 



P Po ~p' H- a/?' 2 4- aa'y^'H- y." q'$ 
gr - 0= ?' 



6 designant Pare de la geodesique compt^ a partir du point ini- 
tial (/? , qo) et ^~^J 3 f^|j indiquant les valeurs initiales des 

derivees de p et de q considerees comme fonctions de cet arc. Nous 
avons remarque [II, p. 409] que Ton a 

(6) 



E, F, G etant les valeurs de E, F, G pour le point initial 
(JD O , ^o)- D'apres cela, les valeurs de /?, q donnees par les equa- 
tions (4) doivent lre regardees comme des series ordonnees 
suivant les puissances des quatre variables /> , q Q , p f , q\ series 
qui sont convergentes quand les modules de ces variables sonl 
inferieurs a certaines liniites determinees (*}. 

Ces resultats etant admis, supposons d'abord que le point 
(POI ^o) coincide avec le point C; c'est-a-dire faisons 



Alors la geodesique deviendra Tune de celles qui passent au 
point C, CB par exeniple; Fare 9 deviendra la variable que nous 



(') Cette proposition resulte de la the*orie des equations aux derivees par- 
tielles. Car les valeurs de p et de q donnees par les formules (4) peuvent etrc 
considerees comme des fonctions des trois variables /?, q Q , s de'finies par la double 
condition de satisfaire aux equations (16) du tome II, p. 408, et de se r^duire respec- 
tivement a / et a q a pour $= o. II resulte alors de la theorie g^ndrale que ies 
series ( 4 ) seront convergentes pour des valeurs de p , g et de s, c'est-fc-dire 
de p' et de q r , dont les modules n'atteindront pas certaines quantite"s determinees. 



!(JO LIVRE VI. CHAPITRE VIII. 

avons appelee ; et, si Ton suppose que CH soil la courbe de 
parametre q passant en C, Tangle 9 sera^defini par les formules 
deja employees [I, p. i54] 



Fo^Y-t- GO?'* 

uu E , F , GO de"signent maintenant les valeurs que prennent E, 
F, G au point C. Comme on a aussi 



on deduit des forniules (7) 



Quant a /> et a j, ils s'expriment en fonction de // et de y 7 par 
les equations 



que Ton obtiendra en annulant dans les formules (4) les valeurs 
de p Q et de q . 

Au moyen des equations (8) et (9), on pent exprimer p et q en 
fonction de u et de v et substituer les valeurs obtenues dans Fex- 
pression de Telernent lineaire de la surface. Si nous emplojons 
d'abord les forniules (9), nous aurons des resultats tels que les 
suivants 

E = EO -T- e Q p' -r- e' Q q' 
do) 



puis 

I *=*'+-., 

( ^ = ty'H-..., 

les termes negliges con tenant tous/?' ou ^ ; en facteur. 
II suit de la que Ton pent ecrire 

(12) <&*== E dp'*-- 2F dp'dq'-^r G <fy's-h H 
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H, K, L etant des series qui ne contiendront aucun terme inde- 
pendant de// et de q'. 

Si nous substituons maintenant dans la premiere partie 

E dp'*->r aF dp' dq'^r G dq'* 
les valeurs (8) de p 1 et de q r , elle devient 



Comme la difference ds- du* doit contenir dv- en facteur, on 
aura necessairement 



H dp'*+- aK dp' dq' 

el Ton reconnait immediatement que M sera une serie, ordonnee 
suivant les puissances de u, dont tous les termes seront au moins 
du troisieme degre par rapport a u, les coefficients etant des 
ibnctions entieres de sinp et de cos p. De cette manic" re, 1'equa- 
rion (12) prendra Ja forme 



nu Ton aura 

) W 2 . u * _u 2 N M 3 -t- . . . 

et, par suite, 

f[3) X = MH- NZ4*H- Plt'-f Qi^ 

les coefficients elant, ici encore, des fonctions entieres de sint> et de 
cost^. Nous allons obtenir des resultats plus precis en raisonnant 
de la maniere suivante. 

657. La courbure to tale de la surface, calculee avec les variables 
primitives p et q par les formules que nous avons donnees, est 
e\idemment une fonction developpable suivant les puissances de 
p et de q. Si Ton y remplace p et q par leurs expressions en u el 
i', il est clair que Ton obtiendra un resultat de la forme 

n ~ =A-I-B-+-GM*-H..., 

oti le coefficient de u n sera un polynome homogene et de degre // 
en sinp, cosc^. 

Adniettons cette conclusion, qu'il serait facile d'etablir aulre- 
ment. Si, dans la formule (2), on substitue les valeurs precedentes 
D.~ III. u 
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de A et de RR 7 , on obtient 1'identite 

(A ^BM-f-Cz* 2 -f-...X"-t- Nw2 -t-'-0 = 2NH-6PM + ..., 



d'ouTon deduit, en egalantles coefficients des memes puissance* 
de u dans les deux membres, 



N = o 3 A = 6P, 
et, par suite, 



= o, P=, 

' 



6 12 20 120 

On voit done que Ton a d^finitivement 

5 X = w 



le coefficient de u* etant une constante, qui est egale an 
sixi&me de la courbure totale en C changee de signe, et y d'une 
maniere generale, le coefficient de u n etant un polynome homo- 
gene d'ordre n 3 par rapport & sin 9 et d cos p. 

En particulier, les expressions de Q et de R seront 

O = n ros o -4- h sin o. 



< 16) 



Q = a cos v + b sin t>, 

R = a' cos- v -+ b' sin 2 v -h 2 c' sin v cos v, 



it, b, d , b f , c r etant des constantes d'ailleurs quelconques. 

II nous parait tres interessant que 1 revete une forme aussi par- 
ti culiere, quelleque soitla surface eonsid&ree. II semble, en effet, 
que Ton pourrait choisir 7s arbitrairement parmi les fonctions qui 
sont assujetties a Punique condition de s'annuler avec u. Mais Jl 
fant conclure de notre analyse que, si 1'expression de \ ne rentre 
pas dans la forme que nous avons donnee, la surface presentera 
une singularity au point C. 

Avec Texpression pre'cedente de X, la courbure totale sera de- 
terminee par 1'equation 

(C) 557 == 6P raQa + (6P aoR)a-f.(i8PQ3oS)M-h..., 
que Ton obtient en appliquant la formule (2). 

608. Nous allons maintenant etudier une autre question et 
moatrer que la plus courte distance geod^sique de deux points 
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A et B pris dans la region qui environne le point C (fig. 68) a son 
carre developpable en serie suivant les puissances entieres et 
positives des coordonnees p, q et p Ql CJ Q des deux points, pourvu 
qite ces deux points soient suffisamment rapproches de C. 

Supposons que /? 0l #o soient les coordonnees de A. Nous avons 
vu qu'une geodesique passant par ce point est definie paries deux 
equations (4). Comme on a, pour des valeurs nulles de p' et de gr', 



on peut r^soudre ees equations (4) par rapport a p 1 et a q r et ob- 
tenir ainsi pour ces variables des expressions 

(18) />'g'=P( J po qo,ppo,q qo\ 

ou le symbole P designe des series ordonnees suivant les puissances 
des quatre variables /? ? <7o > p />o> q ?o 5 et il resulte d'ailleurs 
des propositions generates de la theorie des fonctions que ces 
series seront convergentes tant que les modules de ces variables 
n'atteindront pas certaines limites, determines pour chacune 
d'elles. Par exemple, si 2 1 designe la plus petite de ces limites, les 
series seront convergentes pour toutes les valeurs des variables 
dont le module sera inferieur a 2 L Nous allons montrer que ces 
series peuvent etre ordonnees suivant les puissances entieres de 
/?, q,pQ, q<> et rester confer Denies tant que les modules de ces 
nouvelles variables sont inferieur s a L 

En efFet, si les modules de /?, q, /? ? ^o sont inferieurs a /, ceux 
des variables anciennes /? , y 03 p Po? ? ^o sont certainement 
inferieurs a a/ et, par suite, les series (18) sont absolument con-- 
vergentes. On pourra done grouper comme on voudra les ternies 
de ces series sans alterer ni la convergence, ni la somme totale de 
chacune d'elles. D'apres cela, reunissons en un seul groupe, dans 
chaque serie (18), tous les termes qui sont du meme degre par 
rapport a p Q , g , p j[? , q q ; puis developpons par la formule 
du bin6me les puissances des differences p /? 03 q ?<> Nous 
aurons ainsi les series (18) ordonnees suivant les puissances de 
Pi ?? j^o? ?o et d'ailleurs convergentes, comme il fallait le demon- 
trer. 
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Si, maintenant, on porte les valeurs de /?', cf dans la formule (6) 



ou E, F, G sont developpables suivant les puissances de /> , q Qj 
on reconnaitra que 8 2 est developpable en serie convergente or- 
donnee suivant les puissances de /?, #, /> , q quand les deux 
points AetB sont suffisamment voisins du point C. Telle est la 
proposition generate qu'il s'agissait d'etablir. 

659. Imaginons maintenant qu'aux variables/? et q on substitue 
les coordonnees polaires u et v. Le developpement de 6 2 deviendra 
ime serie ordonnee suivant les puissances de u^ U Q et dont les 
coefficients seront des fonctions entieres de sinp, cos^, 



Les termes de degre moindre de cette serie s'obtiennent aise- 
ment par Tapplication de la methode precedente. On trouvera 
ainsi 

(19) 6 2 ~ W 2 -{- III 2UUQ COS(t> VQ)-+- Q, 

contenant les termes du troisieme ordre et des ordres supe- 
rieurs. Mais on pourrait ^tablir ce resultat par un raisonnement 
a priori. En effet, lorsque u et U Q deviennent infiniment petits, 
Fexpression de 6 2 doit se reduire a ce qu'elle est dans le cas du 
plan, et cette simple remarque permet d'crire la formnle prece- 
dente. Pour calculer Q, nous nous appuierons uniquement sur li- 
quation aux derivees partielles 



a laquelle doit satisfaire 9 ; consid^r^e comme fonction des varia- 
bles u et v. Le calcul se trouve beaucoup simplifie par les remarques 
suivantes. 

Si Ton fait z/ = o, on a exactement 6 2 = w 2 , Q = o. Tons les 
termes de la srie Q doivent done contenir & en facteur. On d- 
montrera de meme qu'ils doivent admettre les facteurs u et 
sin((^ p ) et la suite du calcul montre mme que Q doit etre 
divisible par u-u\ sin 2 (p p ). Nous poserons done 

(21) 62 
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On voit qu'il suffirait de connaitre le premier terme de A pour 
>btenir une expression de 9 2 exacte jusqu'au cinquieme ordre 
jxclusivement. Pour determiner <L, nous allons exprimer que 6 esl 
me solution de Tequation (20); mais auparavant il convient de 
aire un changement de variables. 

Posons 

22) ucosv = x, usmv=y. 

1 est tres facile de donner la signification g<ometrique des nou- 
?elles variables x et y. Faisons corresponds, en efFet, a chaque 
)oint M de la surface un point M' du plan tangent en C par la con- 
itruction suivante. Sur la tangente en C a la g^odesique CM, por- 
ons une longueur CM 7 egale a 1'arc CM; x et y seront les coor- 
lonnees du point M' par rapport a des axes reclangulaires ayant 
eur origine en C et situes dans le plan tangent. 
Lorsqu'on substitue x et y a u et a P, les produits 



leviennent des polyndmes homogenes du premier, second, troisieme 
legre par rapport a x et a y. 
Nous poserons 



23) 

On aura 

A2 = ur -f- 2 II W 1 , 

t Felement lineaire se presentera sous la forme suivante : 
24) ds* = da? -h JjK 2 -H an(a? dy 



La courbure totale, qui est determinee par Fequation (17), aura 
our expression nouvelle 
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L'equation a laquelle doit satisfaire 9 prendra la forme 



que Ton peut obtenir direclement par le calcul de A9 [II, p. 420]; 
el enfin Texpression de 9 2 deviendra 

(27) 62 = (x - #0)24- (7 -7o) 2 H- a** 2 , 

y d^signant le determinant 



II ne reste plus qu'a substituer la valeur de 9 dans 1'equation aux 
derivees partielles (26), et Ton obtiendra, en supprimant le fac- 
teur G- 2 , 1'equation 



qui fera connaitre <i. Posons 



A/ designant Fensemble des termes de degre z. En egalant a z^ro 
1'ensemble des termes de mme degre dans 1'equation pr^cedente, 
on obtient les relations 



qui permettent de determiner sans difficult^ les polyndmes fy t . 
D^signons par 1'indice sup<rieur o le resultat de la substitution 
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de X O ,YQ a x et ay. On trouvera ainsi 

<lo = P, 



Pl-*-P? 
2 



(3D 



On calculerade mme A 3 , <l,, <i 5 , .... Mais les expressions prece- 
dentes, quipermettentd'obtenir le carre de la distance geodesique 
jusqu'aux termes du sixieme ordre, nous suffiront amplemenl. 

660. Si Ton revient maintenant aux variables primitives u et F, 
on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquieme 
ordre, 

(32) 

Q d^signant ce que devient Q lorsqu'on j remplace r par r . Si 
Ton veut d'ailleurs obtenir les termes du sixieme ordre, il suffira 
d'ajouter dans les crochets la valeur suivante de 2^0 : 






L'egalit^ (3a) contientle theoreme qui a ete etabli par Legendre 
pour les triangles sph^riques infiniment petits et qni a ete etendu 
par Gauss, dans les Disquisitiones, a tons les triangles geode- 
siques inlQniment petits traces sur une surface quelconque. Gon- 
servons les notations precedentes. Soient A le point de coordon- 
n^es M O? (? , B le point de coordonnees w, v. Le triangle ABC 
(fig- 68) aura ses c6ts composes de lignes g^odesiques; et, si 
Ton d^signe par a, fr, c, A, B, C les c6tes et les angles de ce 
triangle, on aura 

u = a, w =^? p t> = G. 
Si Ton dsigne ensuite par a, (J, y les valeurs de la courbure 
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totale atix trois sommets A, B, C respectivement, la forinule (17) 
nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers 
termes, 

B= 6P i2Q. 



On dduit de U 

/6P= r 



L'equation (82) prendra done la forme entieremenl geome- 
trique 

(35) c 2 = 2 H-6 2 aa&cosC ~~ (H- P +*?), 

ou Ton neglige seulement les termes a partir du sixieme ordre. 

Construisons un friangle rectiligne auxiliaire dont les c6tes 
seront a, b, c et d^signons par A, B, C les angles cle ce triangle. 
On a 

2_- 2 # COSG. 



En reiranchant de Pequation (35) et divisant par ab, nous 
Irouverons la relation 



exacte jusqu'au troisienie ordre inclusivernent, et d'ou il resulle 
que la difference entre G et C est du second ordre. II suit de la 
que Ton peut negliger le carre de cette difference et remplacer, 
dans la formule precedente, 

cos G cos G et ab sin 2 G 

respeclivement par 

(Co G)sinG et 

On obtient ainsi 



Si Ton pose 
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o sera Paire du triangle rectiligne auxiliaire, et Ton aura 

So 
G = co-H(a-t-p-t-av). 

Par raison de symelrie, on petit ecrire les trois equations de 

auss 

So 

12^ ^ *' " 

s 



LI! ram&nent la resolution du triangle geodesique a celle d'un 
iangle plan et qui sont exactes jusqu'aux termes du troisieme 
rdre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve 

i;) A-t-B-t-C -= ^!(a-f-p+Y>. 

Dans le cas de la sphere, on a 



I Ton retrouve le th^oreme de Legendre. 

On pent, du reste, deduire de Fexpression seule de 6 2 tons les 
laments du triangle godsique. La formule relative a la diffe- 
jntielle d'un segment [II, p. 4 1 ?] n ous donne, en effet, les rela- 
ons suivantes, obtenues en faisant varier successivement une 
nile des coordonnees u^ ^, u Qj P O ? 

18) -. = cosB, -T =cosA, =rXsinB, -r = ). sin A, 
' du dit,Q dv dv Q 

o d<signant la valeur que prend "k au point A.(UQ, t? ). On peul 
aoiarquer que X, )v sont ce que nous avons appele, avec M. Cliris- 
Dffel (n633), les longueurs reduites des c6tes a et b. Dcsi- 
nons-les par A(), X(6); des formules precedentes, on deduit 
egalite 



^/ v - -D ^,^^ - L , . 

A(a)smB X(&)smA = -H 3 = - !i - ~ - -( T -+--) 

x ' * ' dv dv Q 6 \ov dvu/ 

'ou il r^sulte que le premier membre est du quatrieme ordre par 
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rapport aux longueurs des c6tes. On a done 



= 
sin A ~ sin B sinG' 

en negligeant seulemen t les termes a parlir du quatrieme ordre (<), 

661. II nous reste, pour completer les re"sultats pre'ce'dents, a 
faire connaitre la surface du triangle geodesique. II nous suffira 



(*) Les resultats que nous avons donnes dans le texte nous permettent d'obtenir 
des formules analogues a celles de Gauss, mais ou 1'approxiniation est pouss^e 
plus loin, jusqu'aux termes du quatrieme ordre. Pour donner a ces formules 
une apparence entierement geometrique, il faut introduire les valeurs de la 
courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux 
des cdtes. Nous designerons par a', p f , y' les valeurs de la courbure totale pour 
les milieux des cotes a, b, c respectivement. 

Les coordonnees des milieux des deux c6ts a et b s'obtiennent sans difficulte 
et permettent de calculer tres aisement les quantites a', fi r . Mais, pour obteniry', 
il faut determiner le milieu de la geodesique AB. L'equation de cette geodesique 
peut etre donnee sous differentes formes ; et, si Ton utilise, par exemple, la der- 
niere des equations (38), on reconnatt que les coordonnees u, v de tout point de 
AB doivent satisfaire a liquation 

JA 

(a) =- \sinA. 

Cette equation, jointe & la suivante 

6 = 2, 

2 

permettrait de determiner les coordonne"es du milieu de AB; mais, pour 
faire le calcul avec elegance, il est preferable de revenir aux coordonnees x et 
y qui sont definiespar les formules (22) et que nous avons deja employees avec 
avantage. On trouve ainsi que, si X, Y designent les coordonnees du milieu de 
AB, la formule (a) nous donne 

v vr csinA , 



EJ designant un infmiment petit du second ordre. Par raison de syme'trie, on aura 
de mme 



et Ton de*duit de ces deux formules que 1'on aura, comme il est aise de le ve- 
riOer, 

(6) x=^ts, Y r= y + y* 

a 2 ' 

les termes negliges etant du troisi^me ordre et des ordres supe*rieurs. 
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d'imiter la methode que Gauss a donnee, pourcet objet, dans les 
Disquisitiones. 

Si Ton fait glisser infiniment peu (fig. 69) le sornmet B en B' 
sur le prolongement de AB, u et 9 prendront des accroissements 
du, dv, et la surface S croitra de la quantity 

-r- dll -4- -T- dv. 

du dv 



Ce point e"tant e"tabli, le calcul ne prsente plus aucune difficulte. On a, en 
effet, par la formule (25) et en n<gligeant seulement les termes du troisieme 
ordre, 



_. -- 1 - 
et de la on d$duit les expressions suivantes des six courbures cherchees 



a'=-6P 6P t 5P 3 -i- 4Pa 3 , 

T ' = _6P- 6P t 6P? 5P a 5Pi 5A 

I'indice superieur o indiquant le r^sultat de la substitution de x^ et de y\ a . 
et a y, et le symbole A designant Toperation 



Comme on a, d'apres les equations (21) et (3i), 

* sin s C, 



on pourra eliminer les six coefficients qui entrent dans P, P t , P s , et Ton sera 
ainsi conduit a la formule 



Introduisant Tangle C du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des calculs 
faciles la relation 

(c) C - GO = 



36o 



qui remplace la derntere des Equations (36) et qui est exacte maintenant jus- 
qu'aux termes du quatrieme ordre inclusivement. 
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Or on a ici 

^A 

du = cosB ds =s ~ ds. 
du 

\f\ 

X dv *= sin B ds - -r- cfo, 
X <te 

ce qui donne, pourraccroissement dS, Texpression 

r^s ^e #> ae 
^ w X^ &> 

Fig. 69, 




A 

D'autre part, eelaccroissementestraire BCB 7 , qui a pour valeur 

i r\ 7 7 r* Pw * Q^ 5 i 

dv I A rfw = dv\ -- 1 -- -- 4- -^-- +. . . 
/o L 4 5 J 1 

ou, si Ton remplace dv par sa valeur, 



En egalant les deux expressions diHerentes de Faccroissement, 
on aura done Tequation 



du die 



^_^er^s u* Pu r * Q Z <5 i 

X2 do [5? "~ V "" "4 ---- 5 -- * ' ' J = J 



qui fera connailre S. 

Comme la surface s'annule avec u, U Q , sin(p P O ), nous pou- 
vons poser 



S = 



el, en subslituant cette valeur de S, iious obtiendrons pour H 
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1'equation 
/ r ^H\r 

/ , _L_ H -+- U -r \ U COS((J t> ) ' 

\ du J\- 

[d<\>~] 
I 4- 2 Z&o COS ( 9 ^o^ y ^ 
<)V J 



du 



-- ~ 
* 2 

2PM* 



On d^duit de la, par un calcul que nous omettons, 



T> 

H= -( 



zj[3Q coslP-r )-QI, 

les termes ne'gliges etant du quatrieme ordre et des ordres supe- 
rieurs. 

Remplacons Qw, Q U Q par leurs valeurs tiroes des formules (34) 
en fonction des courbures a, j3, y; puis substituons a^ b+ G a u* 
w , 9 t'V Nous aurons 

1 20 
-*- -^-(4a2-{-362-- 

I2O 

avec le m^me ordre d'approximation que prece denim e tit. 
L'expression de S peut s'e'crire 

\i-hH). 



Remarquons d'ailleurs qu'en n^gligeant seulement les termes du 
quatrieme ordre, on a 



On peut done e*crire, en substituant cette valeur de sinC, 
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En remplacant H par sa valeur, on trouve 



& 2 - ^ab cosG) -h ^_ (3 + 3s_ 2a cosG) l ^ 

Remarquons enfin que 1'on pent, sans changer Fordre d'approxi- 
mation, remplacer zabcosC par zab cos C ou a 2 -f- 6 2 c 2 ce 
qui donne la formule definitive 



C3) S^ 
4 



6 Too ' 



qui est parfaitement symetrique et qui est exacte jusqu'aux termes 
du quatrieme ordre exclusivement. 

Gauss a termine les Disquisitiones en remarquant qu6, dans le 
cas de la sphere, la formule pre*cedente devient 

<44) S = So f i -4- - (a*+ ^_i_ 

et pent ^tre remplacee par la suivante 



, 
sin AO sin BO sin GO' 

qui est calculable par logarithmes. 

662. La demonstration du the"oreme de Gauss repose entiere- 
ment sur Texpression que nous avons donne"e plus haut de la 
distance geodesique. Si Ton neglige les termes du cinquieine 
ordre, cette expression prend la forme plus simple 

(46) 62 



Nous allons indiquer quelques applications de cette formule, 
ainsi que du theoreme de Gauss. 

Soit MM' (fig. 70) une courbe quelconque traced sur la sur- 
face. Nous supposerons qu'on ait place* en M 1'origine des coor- 
donnees polaires precedemment definies et que Ton compte les 
angles 9 en prenant pour origine la geodesique MP' tangente en M 
a la courbe considered. 

Si nous considerons un arc infiniment petit de cette courbe MM', 
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son equation sera de la forme 



!47) 



P = au -h bu* -+- ci& H- . . . , 



7, b, c d&signant des constantes. II faut, en efiet, que v s'annule 
avec u. 

Fig. 70. 




L'arc s de la courbe sera defini par Fequation 



jui donne, par une extraction de racine carr^e, 

i- ( 3ac-h2& 2 -h Pa 2 -- } 
\ 8 / 



JL i- -- 
du i 



;t, par suite, 

48) *= M-H 

On deduit de la, en r^solvant par rapport a u, 

49) , = .,-^3_ 



Supposons que w, p solent les coordonn^es du point W. Si Ton 
pelle i Tangle de ia tangente en M' avec la corde geodesique 



ppell 

SHM, on aura 



ds 
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En passant du sinus a Pare, on trouve 



= as -r- 2fo 2 H- aP -4- 3c -- < 



ef, par consequent, on pourra calculer la courbtire geodesique pa 

la formula 

ds 7 . d\ , 
= di -H # r. 
p c^ 

On obtient ainsi 

( 5i) ~ = aa H- 6^-1- (6aP -Hiac 2a 3 )5 2 -h ____ 

p 

Appelons p et p i les rayons de courbure en M et en M'. NOUJ 
aurons 

(52) >. = y 6bs=i ---- (6aP -H lac aa 3 )5 2 -4- 

po pi Po ' 

Nous pouvons des a present indiqtier ime application. Si POM 
porte les valeurs de a et de bs tirees des equations precedentes 
dans le deuxieme et le troisieme terme de la formule (49), on trouve 

(53) *-= ~/ 3 --H^-i, a *.Ap fl 9_2 

2-jpopi \i-2o 10 5 

Ainsi la difference entre Tare et la corde ge"odesique est ~ , 

P , , , n Mpo?i 

I erreur commise ^tant seulement du cinquieme ordre. 

663. Supposons maintenant que I'on abaisse du point M' 
(Jig, 70) une geodesique M'P' perpendiculaire sur la geodesique 
tangente en M. Soient, pour un instant, U Q Pare MP' et 6 la ffeo- 
d^sique M'P. On aura 



et, pour exprimer gue la geodesique est normale en P' a MF, il 
suffipa evidemment d'annuler la derivee de 9 2 par rapport a ^^ : 
cela donne liquation 



qui fera connaitre u*. II resulte de cette formule ue la difference 
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entre UQ et u cosv est du cinquieme ordre. On peut ecrire 

UV- T 

UQ u cos 9 2 P u* sin 2 9 cos 9 = u ' 1 a 4 w s 

2 24 

La substitution de la valeur de v nous donne 

(54) 



En introduisantdansledeuxieme et le troisieme terme les valeurs 
de a et de b donnees par les formules (02), on trouvera 

(55) MP'^- 



1'erreur commise tant du cinquieme ordre seulement. 

Si Ton abaisse de mgme de M une perpendiculaire geodesique MP 
sur la geodesique tangente en M ; , on aura, en echangeant p etpi 
dans Tequation prec^dente, 

^56) M'P =s ' s 3 . 

2 4p po 

La combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne li- 
quation 



Si Ton remarque maintenant que la difference 

Po-^Pi 2 Ppi = (po pi) 2 

est du second ordre par rapport a s, on voit que Ton pourra, sans 
changer le degr6 d'approximation, remplacer dans la parenth&se 
Po *~^* P? P ar 2 po PI ? c^ q u i donnera 

(5;) MP'-+-M f P 25 = - r-fi-, 

3p pi 

Terreur commise etant du cinquieme ordre senlement. En elimi- 
nant enfin le terme en -^ entre Fequation (53) et la prec&iente, 
on aura 

/QV 4 MP'4-M'P 
(58) ^ ,= 5 g ; 

D. III. 12 



LIVRE VI. CHAPITRE VIII. 



et cette expression de Fare sera encore exacte jusqu'aux termes 
du cinquieme ordre exclusivement. 

Les expressions de p et de p< nous permettent encore d'ecrire 
les formules 



n p pi 

o = M'MO= g (-H- - 

que nous nous contenterons de signaler et ou Ferreur commise 
est du troisi&me ordre. 

664. La valeur de MF a et obtenue par Femploi de la for- 
mule (46) relative a la distance godsique. On aurait pu aussi 
faire usage du theoreme de Gauss en raisonnant de la mani&re 
suivante. 

Considerons, d'une maniere g^nerale, un triangle geodesique 
ABC et conservons toutes les notations pr^c^dentes. Si Fon con- 
struit le triangle plan auxiliaire dont les cotes sont gaux a ceux 
du triangle geodesique, les angles de ce triangle, donnas par les 
formules (36), auront pour expressions 



(59) 



a etant la courbure en un point quelconque du triangle et Ferreur 
commise etant maintenant du troisime ordre. Tant qu'il sera 
permis de negliger cette erreur, on pourra done traiter le 
triangle geodesique comme un triangle plan, & la condition 

o 

d 7 aj 'outer y a a chacun de ses angles. 

Appliquons cette remarque au triangle MM' P. La surface de ce 
triangle est sensiblement egale a 



La courbure totale en M est 6P. On pourra done assimiler le 
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triangle a un triangle plan, pourvu que Ton remplace Tangle en M, 
qui est c>, par t>4-aP w 3 et Tangle en P, qui est droit, par - + aT?u*. 

Si Ton ecrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les 
egalites 

M'P' u M P' 



d'ou Ton deduit les valeurs 



MP' = WCOSP, 
M'P' = 



exactes, Tune et 1'autre, jusqu'aux termes du cinquieme ordre. 
Cesre"sultats sont d'accord avec ceux que nous avons donnes plus 
haul. 

665. Une methode analogue peut 6tre appliquee an calcul du 
triangle MM ; O. La surface de ce triangle etant a peu pres la 
moitie de celle du triangle MM'P', il faudra substituer aux angles 
/ et v les suivants 



^ = i -{- 



les termes negliges etant du quatrieme ordre au moins. Alors la 
proportion des sinus nous donnera 



OM OM ; 



sin if sin^ 



si Ton remplace i! et 9' par leurs valeurs, on pourra obtenir pour 
OM et OM' des valeurs exactes jusqu'aux termes du quatrieme 
ordre. On trouve ainsi 



u 

-- 

2 



(00) 

J nil/r , w b <> (at c P 3^ 2 \ 

OM = -- T-W^H- --- - -f- s 
I 2 4a \ 3 2a 4 8a 2 / 

Si, au lieu d'ecrire la proportion des sinus, on emploie la for- 
inule 

u OM COSP'H- OM' cosz v , 
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on aura, par le developpement des cosinus, Tequation 



ou Ton neglige seulement les termes du sixieme ordre. Calculons 
le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci- 
lite si on Fecrit sous la forme 



En employant les valeurs prcedentes de OM et de OM ; , nous 
trouverons 

u OM OM'= % u* -- abu 1 * ( 2 - - 2-- ~ 



22 \ 



Si Ton remplace encore, dans les deux, premiers termes, aelb 
par leurs valeurs (^2), il viendra 



Perreur commise etant seulement du cinquierne ordre, Enutilisani 
la formule (53), on voit que Ton a, au m6me ordre d'approxima- 
lion, 

(62) OM 4- OM' = 3^ 2M. 

II ne nous reste plus qu 1 a donner 1' expression de Tangle de 
deux tangentes geodesiques infiniment voisines. D'apres le th6o- 
reme de Gauss, on aura, dans le triangle MOM', 

O r 3aP 3 

-T- w 2 

d'ou Ton deduit 

= i -+ v H u 3 . 

2 

Remplacant i et ^ par leurs valeurs, on trouve 

(63) : 



En negligeant le troisi^me ordre, on a 

(64) O^i^-P-if-L-H-l 

2 \Po pi 
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons a appliquer 
plus (Tune fois les propositions generales qui ont ete etablies, 
dans ce Livre et dans le precedent, relativement aux lignes geode- 
siques. Nous terminerons ce que nous avons a dire maintenant 
sur ce sujet en indiquant rapidement la solution d'une belle 
question qui a ete posee par les travaux de M. Christofiel, et dans 
laquelle M. Weingarten a employe de la maniere la plus elegante 
le theoreme de Gauss et les formules (36) donn^es plus haut. 

Considerons, sur une surface quelconque, un point Aetmenons 
par ce point deux lignes geodesiques AB, AC. En joignant les 
points B et C par une geodesique, on formera un triangle geode- 
sique ABC, dont nous designerons les six elements par les lettres 
a, b, c, A, B, C. Ce triangle est completement defini si Ton se 
donne les coordonnees u et 9 du point A, Tangle a) que fait la 
geodesique AB avec une courbe determinee passant par A, par 
exemple avec la courbe de parametre t>, et enfin les trois elements 

AB = c, AC = b, "GAB = A. 

Les trois autres elements B, C, a peuvent done etre regards 
comme des fonctions bien determines des six quantite"s 

, c, A, u, v, G>. 

Cela pos, il pourra se presenter quatre cas distincts : 

i Les formules quiexprirnent B, C, a ne contiendront aucune 
des trois quantite"s u, v, to. II y aura alors trois relations distinctes 
entre les six elements du triangle geodesique; et il resulte de la 
methode precedente que ce nombre de trois relations est un 
maximum qui ne pourra etre d^passe*. 

2 et 3 Les formules contiendront une ou plusieurs des quan tiles 
, p, co; mais on pourra eliminer u, v, a) entre les trois equations 
qui expriment B, C, a, de maniere a obtenir soit une, soit deux 
relations entre les six elements, relations qui seront v&ifiees pour 
tout triangle geodesique trac6 sur la surface. 

4 Les formules qui font connaitre B, C, a nous donneront 
pour ces trois elements des fonctions des quantit^s u^ t 1 , co qui 
seront r^ellement independantes ; de sorte qu'il n 7 y aura, entre 
les six elements d'un triangle godsique, aucune relation inde- 
pendante des coordonn6es de ses sommets. 
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D'apres cela, on sera conduit a la classification suivante des 
surfaces, qui a ete proposee par M. Chris toffel, dans le remarquable 
Memoire que nous avons deja cite [p. 1 10]. 

La premiere classe comprendra les surfaces pour lesquelles il 
n'y a aucune relation entre les six elements d'un triangle geode- 
sique. 

Toute surface qui n'appartient pas a la premiere classe, c'est- 
a-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six 
elements d'un triangle geodesique, sera de la deuxieme, de la 
trolsieme ou de la quatrieme classe suivant que le nombre de ces 
relations entre les elements sera egal a un, a deux ou a trois. 

Comme les formules qui determinent les geodesiques ne de- 
pendent que de 1'element lineaire, deux surfaces applicables Fune 
sur Fautre feront evidemment partie de la mme classe. Le plan, 
par exemple, est une surface de la quatrieme classe; il en sera 
done de meme de toutes les surfaces developpables; et les rela- 
tions seront les mmes entre les elements d'un triangle plan et 
ceux d'un triangle geodesique trace sur une developpable quel- 
conque, De mme, nous avons vu au n 99 que 1'element lineaire 

de toute surface a courbure constante positive ^ peut etre ramene 

a la forme (16) [p. 46], qui convient aussi a une sphere de 
rayon R. II suit de la qu'il y aura, entre les six elements de tout 

triangle geodesique trace sur la surface de courbure constante T^> 
les relations fondamentales de la Trigonometric spherique, 

a b c . b . c . 

cos = cos ^ cos ^ -+- sm -^ sm ^ cos A, 

IX IX IX IX IX 

b c a . c . a -. 

cos = cos ^ cos -f- sin ^ sm r^ cosB, 

IX IX IX JtX JtX 

c a b . a . b ~ 

cos -rr = cos -jr- cos TT +- sm sm - cos G. 
Jtx Jtx Jtx Jtx ix 

Dans un Memoire deja ancien ( * ), M. Minding a fait la remarque 
tres importante, mais a pen pres evidente, qu'il suffit de changer 
dans ces formules R en R pour obtenir les relations qui con- 



(') MINDING (F.), Beit rage zur Theorie der kilrzesten Limen auf krummen 
Fldchen (Journal de Crelle, t, XX 3 p. 3a3; 1840). 
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viennent pour tout triangle geodesique trace sur une surface a 
courbure negative. Les equations (65) se transforment ainsi dans 
les suivantes 



(06) 



ai bi ci . bi . ci 

cos = cos cos +- sm-g- sin ^ cos A, 

bi ci ai . ci . ai 

cos = cos w cos H- sm sin cos B, 
ix Jtx Jtx ix il 

ci ai bi . ai . bi _ 

cos = cos -^ cos -f- sin -^ sin ^- cos G, 
rx Jtx rx ix ix 



qui jouent, dans la trigonometric des surfaces a courbure constante 
negative, le meme r6le que les formules (65) dans la geometric 
de la sphere. 

Ainsi, toutes les surfaces a courbure constante appartiennent a 
la quatrieme classe. Envisageons maintenant une surface quel- 
conque de revolution que nous supposerons rapportee au systeme 
forme* par les meridiens et les paralleles. Solent u et v les coor- 
donnees d'un point quelconque de la surface, u etant leparametre 
qui demeure constant sur chaque parallele et 9 Tangle du plan 
meridien passant par le point avec un plan meridien fixe. Desi- 
gnons par U Q , v$, u\^ v iy w 2 , P 2 les coordonn^es des trois sommets 
d*im triangle gdodesique quelconque. Les six elements de ce 
triangle seront des fonctions des six coordonnees precedentes; 
mais, comme on peut faire tourner la surface autour de son axe 
sans alterer les elements du triangle geodesique, il est clair que 
ceux-ci ne dependront effectivement que des trois quantites ^ , 
^^ i , u* et des deux differences v ^ ? v\ ^o? soh^ en tout, cinq 
quantites. 11 y aura done au moins une relation entre les six 
elements du triangle geodesique. 

Ainsi, les surfaces de revolution et, plus generalement, toutes 
les surfaces qui sont applicables sur une surface de revolution, 
appartiendront a la deimeme y a la troisieme ou a la quatrieme 
classe. 

667. M. Ghristofleln'avaitpaspousse" plus loin ces recherches: 
il n'avait apporte aucun exemple d'une surface appartenant a la 
troisieme classe, et il s'etait contente" de de*montrer que toutc 
surface de la quatrieme classe a ne"cessairement sa courbure totale 
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constante. M. Weingarten, qui a repris cette etude en 1882 (), a 
demontre, par une methode nouvelle, la proposition precedente 
de M. Chris toffel, et il a reussi a etablir de plus qu'il n'existe 
aucune surface de la troisieme classe. 

Designons par M O , tv &i 5 v\<> Wo, P 2 les coordonnees des trois 
sommets d'un triangle geodesique. Les six elements a, t, c, 
A, B, C du triangle seront des fonctions de ces six coordonnees* 
Par suite, si la surface appartient a la premiere classe, ces fonc- 
tions seront independantes et il sera impossible de de'placer infi- 
niment peu le triangle geodesique sans le deformer, c'est-a-dire 
sans alterer au moms un de ses elements ; car les differentielles 
da^ db, . . . des elements 'sont des fonctions independantes des 
differenlielles des six coordonnees et ne peuvent s'annuler toutes 
sans qu'il en soil de merne de ces dernieres, du , dv^ .... Si la 
surface appartient a la deuxieme classe, on pourra se conteDter 
d'exprimer cinq des elements du triangle en fonction des coor- 
donnees, le sixieme sera donne par liquation qui relie les six 
elements. Si done on veut deplacer le triangle sans en faire 
varier les six elements, il suffira d'assujettir les six coordonnees 
a cinq relations distinctes. II y aura done une suite de positions 
du triangle dependante d'un seul parametre variable et dans la- 
quelle chaque sommet decrira une courbe. 

Si la surface appartient a la troisieme on & la quatrieme classe, 
il y aura deux ou trois relations entre les six elements; par suite, 
on exprimera quatre ou trois elements en fonction des coordon- 
nees des sommets, les autres e*tant d^finis par les relations qui 
existent, par hypothese, entre les six elements. II suit de la que, 
si 1'on veut deplacer le triangle sans alterer ses elements, il faudra 
ecrire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six 
coordonne*es des sommets. En d'autres termes, ces six coordonne"es 
seront fonctions de deux ou de trois variables ind^pendantes. II 
suit de la que les coordonne*es du sommet A sont des fonctions de 
deux ou de trois variables independantes, et, par suite, que ce 
sommet peut tre deplace d'une maniere quelconque sur la surface. 

(*) WEINGARTEN (J,)< Ueber die Verschiebbarkeit geodatischer Dreiecke in 
krummen Flachen (Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, p. 453). 
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A la verite, on peut objecter que les coordonnees u & et P O de A 
peuvent ne pas tre des fonctions distinctes des deux variables 
independantes; et, s'il en est ainsi, le sommet A sera assujetti a 
demeurer sur une courbe. Mais il est aise de prouver que ce fait 
exceptionnel ne peut se presenter pour chacun des trois sommets 
du triangle geodesique. 

En effet, si les trois sommets A, B, C etaient assujettis a de- 
meurer respectivement sur trois courbes (A), (B), (C), leurs 
coordonnees seraient fonctions de trois parametres, par exemple 
des arcs A A, B B, C C comptes sur ces courbes a partir d'ori- 
gines fixes A , B , G . Deux au moins de ces parametres, A Aet 
B B par exemple, devraient etre arbitraires, puisque la position 
des sommets doit dependre de deux ou de trois parametres dis- 
tincts. II suit de la que A et B pourraient etre choisis arbitraire- 
ment et, par suite, que la distance geodesique AB de deux points 
A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait tre 
constante, ce qui est e*videmment absurde. 11 est done permis 
d'affirmer que Tun au Hioins des sommets du triangle geodesique 
peut tre deplace arbitrairement sur la surface. Gela suffit pour 
1'objet que nous avons en vue. 

Reportons-nous aux formules (36). On peut en deduire des ex- 
pressions de a, [3, y en fonction des elements du triangle geode- 
sique, telles que la suivante 




(07) a = .5 



s etant une quantite qui est du second ordre par rapport aux 
ments du triangle. 

Supposons que la surface appartienne a la troisieme ou a la 
quatrieme classe : le sommet A pourra tre amene en deux points 
quelconques A et A< d'une certaine region de la surface sans que 
les Elements du triangle aient varie. D^signons par ao et a ( les 
courbures de la surface en ces points ; on aura 



t g 
-f-s,. 
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Si done on designe, pour abreger, par K la quantite 

3( A - - AO) - ( B - BO) (C - GO) 

- - 



T , 
K = 3 

on aura 



K -T- 



II suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent 
indefiniment pour reconnaitre que le rapport precedent est gal 
a Punite. Par suite, la surface a ne*cessairement sa courbure totale 
constante. 

Ainsila troisieme et la qualrieme classe de M.'Christoffel 
se reunissent en une seule, qui comprend uniquement les sur- 
faces a courbure totale constante. 

668. Telle est la demonstration de M. Weingarten. Get habile 
geometre a essaye d'appliquer la me*me methode aux surfaces de 
la deuxieme classe; mais 1'emploi du the"oremede Gauss ne parait 
pas devoir suffire a la definition complete des surfaces qui appar- 
tiennent a cette classe* 

Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle geode*sique peut 
occuper une suite de positions qui depend d'un seul parametre 
variable, et dans laquelle chaque sommet decrit une courbe (F). 
Mais il n'y a aucune raison de supposer que les courbes (F) sont 
les me'mes pour tous les triangles possibles et ne changent pas 
quand les elements de ces triangles prennent diflerentes valeurs. 
Du moins, la formule precedente (68) nous permet de conclure 
que toutes ces courbes (F) tendent, lorsque les c6tes du triangle 
deviennent infiniment petits, vers les courbes (C) sur lesquelles la 
courbure totale de la surface demeure constanle, et s'en rappro- 
chent de maniere a en e*tre distantes de quanlites infiniment pe- 
tites du second ordre par rapport a ces c6tes. II resulte en efFet 
de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux 
points distincts de la courbe decrite pair le sommet A ont un rap- 
port qui differe de 1'unite d'une quantite infiniment petite du se- 
cond ordre par rapport aux cotes du triangle geode*sique conside"re. 

Gonside"rons ces courbes (C) sur chacune desquelles la courbure 
totale demeure constante. Nous allons montrer qu'elles forment 
une famille de courbes paralleled. 
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Soient, en effet, (C), (C'), (C' 7 ) trois d'entre elles, que nous 
supposerons infiniment voisines. Prenons sur ces trois courbes 
respectivement trois points infiniment voisins a, b, c, qui seront 
les soramets d'un triangle geodesique infiniment petit abc. Depla- 
cons ensuite ce triangle geodesique abc, sans changer ses elements, 
de maniere que le point a, par exemple, decrive sur sa trajectoire 
un arc fini aa^ . Le triangle viendra occuper une certaine position 
a { b { c t dans laquelle les points a n b^ c { seront a des distances du 
second ordre des courbes (C), (C 7 ), ((7) respectivement. Done si 
on les ramene sur ces courbes par les plus courts chemins, en 
substituant, par exemple, a chaque point le pied de la perpendi- 
culaire geodesique abaissee de ce point sur la courbe correspon- 
dante, on formera un triangle a^b^c^ dont les sommets seront 
situs sur les trois courbes et dont les cotes ne differeront de ceux 
du triangle abc que de quantites infiniment petites du second 
ordre. On aura, en particulier, 



*/i etant du premier ordre. II suitde la que, si Ton fait tourner ab 
autour de a, a*b* tournera autour de a*>\ ab et a 2 & 2 passeront en 
m^me temps par un minimum. Done les plus courtes distances de 
(C) et de (C 7 ) seront les mmes en deux points quelconques 
a et a 2 . En d'autres termes, les courses (C) seront paralleles ott 
geodesiquemen t equidistantes* 

C'est la, a ce qu'il semble, tout ce que Ton pent deduire, en ce 
qui concerne les surfaces de seconde classe, du theoreme de Gauss. 
M. von Mangoldt (^), a qui Ton doit cette remarque, a complete 
les recherches de M. Weingarten et il a pu etablir par une me- 
thode savante que la seconde classe comprend settlement les sur- 
faces de revolution a courbure totale variable. On peut substi- 
tuer aux developpements en s^rie donnes par M. von Mangoldt 
lesremarques suivantes, qui ne sont peut-e*tre pas a Pabri de toute 
objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la conside- 
ration d'un nouveau cas limite des triangles ge*odesiques. 

669. Considerons un triangle geodesique ABC, trace sur une 

( * ) MANGOLDT (H. v.), Ueber die Classification der Flachen nach der Ver&chieb- 
barkeit Hirer geodatischen Dreiecke (Journal de Crelle^ t. XGIV, p. 21; 1882). 
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surface quelconqne, et supposons que, les c6tes AB, AC, BC res- 
tant finis, Je sommet C se rapproche indefiniment d'un point de- 
termine situe entre A et B. Si Ton abaisse du point C la geodesique 
CD perpendiculaire sur AB, CD sera suppose infiniment petite 
(fig. 71). II en sera de mme des angles A, B, C, si nous designons 

Fig. 71- 




par C, non Tangle du triangle, mais son supplement. On peut 
etablir quelques formules interessantes relatives a ces triangles 
particuliers. 

Si Ton eleve en A la godesique AE, perpendiculaire a AB, 
elle pourra etre aussi regardee, sans erreur sensible, corame nor- 
male a AC; et la definition meme de la longueur reduite nous 
donnera les relations 



[AC], [AB], [BC] designant, d'apres nos notations (n 633), ies 
longueurs reduites des trois cotes. En introduisant pour les c6te's 
les notations habituelles, nous avons les formules 



(70) AE = [cJB = A, 

ou h designe la perpendiculaire CD. A ces deux Equations, on 
peut joindre la suivante. 

Designons par/> la perpendiculaire abaisse*e d'un point de AC 
sur AB et par q la perpendiculaire abaisse'e d'un point de BC; p 
et y, considered comme fonctions de la distance u de leur pied 
au point A, sont deux solutions particulieres de liquation 
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si souvent employee au Chapitre V; et nous avons vu (n 627) que, 
si Ton subslitue a la geodesique AB le chemin forme des geodesi- 
ques AC et BC, la variation de longueur aura pour expression 

(-2) AC H~ CB AB = &-T-C a = qp'.pq'. 

Le binome qp 1 pq' est une constante, dont on peut calculer la 
valeurpour tel point que 1'onvoudra, par exeraple pourle point 
A. On a alors p = o ; le triangle infmiment petit AHK donne 

y=A. 

D'ailleurs, d'apres Fequation (70), on a 
q = AE = [cJB. 

La substitution de ces valeurs de /?, />', q dans la formule pre- 
c^dente la transforme dans Pequation suivante 



(;3) b^rc a [c] x Ax B, 

ou 1'on connait la signification geome*trique de chaque terme. 

670. Telles sont les relations que nous allons appliquer an 
probleme propose. A cet efiet, nous supposerons que la surface 
soit de seconde classe, c'est-a-dire qu'il y ait une relation, et une 
seule, entre les six elements de tout triangle geodesique dela sur- 
face. Mettons cette relation sous la forme 



b, A, B, C), 

et supposons, comme plus haut, que le point G se rapproche de 
AB d'une maniere d^terminee. 

En divisant par A x B les deux membres de 1'equation prec^- 
dente etremplagant dans le second membre A, B, C par leurs va- 
leurs deduites des formules (69), on aura 



Ax '. 



Lorsque h tend vers zero, le premier membre tend vers une 
limite determine'e [c] ; il faut done qu'il en soit de m&me du se- 
cond. On reconnait aisement que la limite de ce second membre 
est de la forme 



* a, 6V3: 



LIVBE VI. CHAPITRE VIII. 



*,'l ne peul, par suite, se reduire identiquemenl a [c]. En Tegala 
a [c], on aura done necessairement une relation 



iu F a une forme tout a fait determinee. Nous obtenons ainsi 
propriete suivante de toute surface apparlenant a la secon 
classe : 

Si I' on prend sur une geodesique quelconque trois points . 
B, G, ily aura necessairement une relation independante d 
coordunnees des points A, B, C entre les segments AB, BC^ i 
longueurs reduites [AC], [BC], [AC]. 

Pour traduire geometriquement cette proposition, nous rema 
queronsque, si Ton se sert de 1'equation diflFerentielle (71) po 
developper en serie la longueur r^duite d'un segment AB ? on tro 
vera 



> 
= f a a' 
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,s- etant la longueur AB; a, a', a" designant la courbure totale 
ses derivees successives par rapport a Pare, calculees pour 
point A. 

Cette formula permet d'obtenir aisement les longueurs r 

duites 

[AB], [AC], [BC]; 

maiSj pour siniplifier le calcul, nous supposerons que Ton ait 
AC = GB, c*est-a-dire a = b. 

On trouvera alors, en designant par s la valeur commune de a < 
deA, 

rim r i s* . s'+ a* 3a* 

[AG]=[a]= 5 a- a' -- \ -- 
L J 6 i'2 iao 

rri>i r*i * 8 * s '* %~ 23 a* 

[CB]=[*J= *- a--a- + 



x el ses derivees tant calculees pour le point A. 

En substituant les expressions prec<dentes dans la relation (7, 
et faisant teadre ensuites vers zero, on obtiendra videmraent ui 



LES TRIANGLES GEODESIQUES ET LE THEOREME DE Ci&l'SS. Kjl 

relation 

, : 5 $(z, 2', a'l^o 

entre la courbure totale et ses deux premieres derivees pur rapport 
a Tare. Cette relation, qui aura lieu en chaque point de la geode- 
sique, sera d'ailleurs la meme pour toutes les geode"siques de la 
surface. 

671. Si i'on rapproche ce resultat de ceux quo nous avons 
deja obtenus, on reconnaitra aisement que la surface est appli- 
cable sur une surface de revolution. Choisissons, en effet, le 
svsteme de coordonnees curvilignes forme avec les lignes a cour- 
bure constante et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces tra- 
jectoires sont, nous Favons vu plus haut, des ge*odesiques, 1'eie- 
nient lineaire sera reductible a la forme 



et Ton aura de plus 

J_ -_1 ^15 
RR' " G du* ' 

En exprimant que RR' ne depend que de w, on serait conduit a 
la forme suivante de G 

IT _ v 
(76) C=i =^, 

\fty 

ou U designe une f onction de u et V une fonction de p, et qui 
convient a des surfaces bien plus generales que les surfaces de re- 
volution. Mais nous laisserons ce point de cote pour le moment. 
Si Ton remplace, dans Fequation (70), a par une fonction deter- 
minee de w, elle se ramene a la suivante 

du 



ou ^ est aussi une fonction determinee et qui convient a toutes 
les geodesiques de la surface. 

Considerons, en particulier, les geodesiques tangentes aux dif- 
f^rents points de Pune des courbes de parametre w ? que nous 
designerons par (C). Si M est un point de cette courbe, lageode- 
sique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point, 
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it i'niuation 

1 



ou 5 designe le ravon de courbure ge*odesique de (C) en M, el 
qui resuhe inimedialement de HnspectJon du triangle MPQ dans 

la fa ~ z - 




On aura done, au point 11, 

dit d- it i 

si Ton porte ces valeurs dans Fequation (77), on reconnaitra im- 
mediaternent que la courbure geodesique en M est une fonction 
determine de U Q et qu'elle est, par suite, constante en tous les 
points de (O). 

Ce resultat nous suffit pleinement. II est, en effet, tres aise de 
demontrer que, si une f ami lie de courbes paralleles est formee 
de cercles geodesiques, la surface est applicable sur une sur- 
face de revolution de telle maniere que ces cercles geodesique 
et les paralleles de la surface de revolution soient des courbes 
eorrespondantes. 

Cette proposition s'etablit immediatement : il suffit de remar- 
quer qu'elle se traduit par Tequation 



ou i est une fonction determinee de u. L'integration nous donnc 
la forme suivante de C 



qui convientaux surfaces de revolution. 
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LA DEFORMATION DBS SUKFACES. 



CHAPITRE I. 

LES PAllAMETRES DIFFERED TIELS. 

Furmules elumenlaires relatives a deux courbes tracees sur une surface. Dt> 
iinition des parametres differentiels du premier ordre As, A (c, C 1, 6 ( -f , C - - 
Paramelre du second ordre A/f ; methode de M. Beltrami; iormule anafoguc 
,i cellede Green. Expression du rayon de courbure geodesique d'une courbe 
,*u mo\en des parametres differentiels. Les formation* de M. Oeltrami per- 
mettent d'obtenir tous les invariants diiTerentiels de Telement lineaire. 
Emploi des parametres differentiels dans la solution de divers problemes uu 
il s'agit de ramener 1'element Hneaire a une forme speciale. Calcul des pa- 
ramelres differentiels des fonctions les plus simples. De I'emploi de I"in\a- 
riant du second ordre dans Tetude du problemc de la representation eonfurine 
ct des systemes isothermes. Demonstration, due a M. Dellrami, du theorem? 
de Gauss relatif a Texpression de la courbure totale. 



672. On sail toule ['importance du role attribue aux deux pa- 
rametres differentiels du premier et du second ordre de Lame, 
>oit en Physique inathematique, soit dans la theorie des coordon- 
nees curvilignes de Tespace. M. Beltrami, dans une serie de beaux 
Iravaux qui remonte a i865 ( f ), a constitue pour les surfaces une 



(') \oir BELTRAMI, Iticerche di anaiisi applicatti alia Geometric* (Gtornttle 
di Matematiche, t. II; 1860). 

Sulla teorica generate del parametri dijferenziali (Memorie dvlla Accu- 
demia delle Scienze dell' Istituto di Bologna, serie II, t. VIII; 1869). 

Delle variabili complesse sopra una super fide tjua/unque (Annali di 
Matematlca, serie II, t. I, p. $29; 1867). 

- Zur Theorie des KrdmmungsmaasMS (Mathemati&che An/iaten, t. I. 
p. >5; 1869). 

D. III. ij 
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iheorie analogue et noa moins utile, eri suivanl les idees el 
methodes deja appliquees dans le cas de trois dimensions. C 
i-eite tlieorie que nous allons maintenant exposer, afin de co 
jileler ['ensemble des notions fondamentales qui apparaissent di 
la solution des diflerents problemes de la theorie des surfaces. 
^ IVIement lineaire sous la forme de Gauss 



j (L* - E du*- - - * F du dv - G dv*, 

<>t soil 

st , PJ " const. 

I* equation d'une famille de courbes. Si Ton designe par du, dv 
iliUerentielles relatives a un deplacement sur celle des courl 
<le la famille (jui passe au point (, p), on aura, comme on sj 



</* H V A ? w * 
K. A^ designanl les expressions suivantes, deja employees, 
j > ; H ~ t LG F-, 



Le signe attribue, dans les formules (2), au radical y/Atp c 
respondra au sens suivant lequel on se deplacera sur la courl 

Imaginons maintenant que 1'on se deplace a partir du po 
ronsidere suivant une autre courbe de la surface et represe 
ions par la caracteristique 8 les diBerentielles relatives a 
nou\eau deplacement. Si Ton designe par co, o/ les angles qui c 
lerniinent les tangentes aux deux directions considerees, co 
rapportant a la courbe t':p), nous aurons (n 496) 

._ dv o du OP 

t*> ) H 



-r^ 
dsos 



(du or -4- dv $M) G dv 
- -- : 

^5 05 
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ou, en substituant les valeurs de du, d\,\ 



os sin (w o/) 



- - - -- - 



/) -- -= I - o -i -- - of )= --- '~1~ , 

V'A? -'>" uv I v A? 



^ 

O 



^ 

OSfOSi W lu 1 




La premiere de ces formules peut s'ecrire 



et, comme toutes les quanlites qui iigurent dans le second menihn* 
onl une signification absolument independante du choix des va- 
riables u et v, on reconnatt immediatement que As est un irna- 
riant dont la valeur demeurera la m^me pour la meme fonciion z 
et le meme point, quel que soit le sysleme de coordonnees auquel 
r>n rapporte la surface. 

Le second membre de Feqtiation (6) petit etre legerement 
forme. Remarquons, en effet, que 



esl la projection du deplacement 2ssur la normale a la courbe isu 
le sens des projections posili\es correspondant a Tangle w -*- - 
En designant cette projection par o/?, on aura done 



Si Ton suppose que le deplacement ait lieu effeclivenient sui- 
\ant la normale, on reconnait que \ Ats est la. derive de ssttivftrtt 
la normale. Gette propriety a deja ete etablie d'une maniere gf 1 - 
nerale au n 572. 

Toutes les fois que la function v satisfait a Tequalioa 
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nous a\ OTIS \u que les courbes (), obtenues en egalant la font- 
lion '* a nne eonslante, sont paralleles les unes aux autres et Ton 
pent ajuuler quc 'f 'f designe la longueur qif il faut porter stir 
Irs j;t'od*Vique$ normales a I'line d'elles (o ) pour obtenirles diffe- 
renls points de la eoiirbe \v ). Plus generalement, si 'j salisfaii H 

rMiualion 

1 A ? = Ff ? ), 

Fi s / designant une function quelconque de , on aura encore un< 
iamille de courbes paralleles: car, si Ton pose 



\icnt 



.'!, par consequent, les courbes (cp') ou, ce qui est la meme chose, 
k"5 courbes t'cp ) scront paralleles. 

11 ne *era pas inutile d'examiner le cas ou la fonction cp satisfail 
a Tequation 

u.p A'f = o. 

Alors, si Ton se deplace stir la courbe (cp), on aura 

- da -r- - dv = o, 

t't, conime IVquation en cp ne contient que le rapport des derives 
<le s, on pourra climiner ces derivees, ce qui conduira a Inequation 

ds~ = E du- -4- 2 F dit dv -}- G ^P 2 = o. 

11 v a done <leux families pour lesquelles la fonction cp satisfuil 
a Tequalion ( 9 ) : ce sont les deux series de courbes de longueur 
uulle; chacune d'elles pent etre consideree soil conime formee de 
li<;ne$ geodesiques (n 517), soit conime composee de courbe.s 
paralleles. 

673. Du puranielrc diilerentiel Acs, nous pouvons, en appliquant 
urie inethode gcurrale, deduire d'autres invariants se rapportant 
A deux fonelions. Si Ton y remplace cp par cp -f- Ai, }, designant 
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jine conslante quelconque, on obliendra un rt'sultat de la forme 
A i a -- /.! i A'.i -- 2 IJ A -- A-!,/ -. 

Le coefficient de A sera evidemment un nou\ei invariant qii.* 
nous designerons par At/j, i'). Le developpemenl des calcul* no- 
ilonnc 

. , dv tfr tin ov dv an ' J on dtt 
lh ,. Ai^0= EG F a 

On \oit que, pour 'i = f i, A^s, i) se reduit a A-:;. 

On peut encore etablir Texistence du nouvel invariant de la 
maniere suivante. Imaginons que, dans les fonnules ( 5 ), Zti, or 
*e rapportenl a un deplacement sur une courbe de la fuimlle 

'!/(?/, v ) = const. 
En appliquant les formulas (a), on aura 



t't la substitution des valeurs de ow, or dans les formule^ < ."> i nous 
donnera 



C>Z^ tJ 1 !' tilt d 

sin tto to i = - . _ ..^^ 



, , -?< 

COS( tO CJL> = - _ _ : 



Ces relations mettent d'abord en evidence la proprieled'inva- 
riance du symbole A(o, f i"}; mais elles nous conduisent egalemenl 
a un nouvel invariant que nous designerons par B(o, i) el qui a 
pour expression 



Les formules (i i) s'ecrivent alors de la maniere suivante : 

Bf o, t!> ) r -^^9? ^ ^ 

(i i )' sin (a/ to ) == - - -> cos( w' 0*^= -y== r^rr* 
y/Ao V f/ ^Aii y Ao y A 1 ^ 

II resulte immediatement de ces relations que, si Ton considere 
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!r- iltMiN comb*"- <!'imies par les equations 

i =0. 'I = O, 



< i UH puin! uuiiimim a <-cs> deux courbes, la condition pour qu'ello 
sienf larcenies en ce pmnl s'exprime par la relation 



c. i > - o, 

H In condition puur qu^eHes soient orthogonales, par Teqiialiou 

A( z, >l i = o. 

Le> tommies i i i / nous conduisenl iinniediatement a FideDtiit* 

On rencontre ici, pour la premiere fois, un fait qui se present** 
treqiiciiiinent dans les theories analogues. Les invariants que nous 
;\ojis introduits ne sont pas distincls, et Ton pourrait exprimer 
Hi z. *i \ en fonction de Ac, A'i et \(v* i i ; inais Texpression ainsi 
oblenue seniil irrntionnelle, et Ton ne pent se dispenser de con- 
r 6, sauf a lenir comple de la relation ( 'i 3 '). 



(>ll, ?Sous aliens mainlenanl delinir le parametre differenti(*l 
du second ordre. Pour eela, nous considererons avec M. Beltrami 
I'inlegralo double 

- .- ** .* 

U = - / i A(c, 6) ch = / /At '^, 6 ill du d<*\ 
* ,' ,' 

Hendue a une portion simplement connexe de la surface, limiler 
par un contour < C ). Si Ton pose 

<>A(o i) G ^ ~ F JT 

M==H -^ i " == -^Tr i ' 

M4 ^ .. ^ 






rinlt'grale deviendra 
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Ecrivons-la sous la forme suivanle 



<M 

^~ 

Oil 



\M)\ 

; 

0\, ' J 



appliquons la formula de Green a la premiere iule^nih- <l<i 
raembre. Nous aurons t'videmmenl 



( M rfr - \ rfw; - l 
J J ' * Oil 






1'integrale simple etant elendue au contour (C\ parcouru dar*> 
un sens convenable. 

Or, d'apres la seconde formule (5 ) et d'apres les \aleurs de .M 
el de N, on a evidemment 

M dv N da - tls cos( tu w' >\ Ao, 

w et oi' designant les angles formes en ehaque point a\ec Taxr 
des x du triedre (T) par la tangente a la courbe z == eonsl. et la 
langente an contour limite (C). Introduisons a la place <le oi f 
Tangle o>" 



qui determine la direction de la normale an contour, dirigee vei-, 
rinterieur de Taire. On aura alors 

M dv N du - - - ds sin i to" t \, As. 

D'autre part, si Ton suppose que Ton parcoure un chemin inii- 
uiment petit on dans la direction de cetie normale, la formule < C > 
nous fera connaitre la derivee de 22 relati\e a ce deplacement 

*itn tu" tu)v' Ac. 

Nous aurons done 

M dv IS du = -~- </^. 

La formule ( i5 ) prend alors la forme 
i iG) 11 
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till *'lK'Orr 



eU par Miite, Hntegrale double du premier membre, qui b "e\- 
prime en fonclion de quantites absolument independantes du 
choix des axe-, est un invariant. II en sera evideminent de 
de IVIenient de ceile integrate; si done nous posons 



Mi, en (ie\eloppant les calculs, 



-' - F -^ 



_ t 

- " H SJ ' H " H 



H 



la ibnciion A.*^ sera un invariant, lineaire par rapport aux deri- 
vees de s, et laformule (17) pourra s'ecrire sous la forme abregee 



ff r- A-^ ^ f r<l>Q 

*/ ' to J J ' ' 



Nous avons suppose que Taire etait limitee par un seul contour 
et que les derivees de o et i ^taient continues a Tinterieur de ct- 
contour. Si nous avions a considerer une aire limitee par plu- 
sieurs contours, il suffirait de remplacer 1' integrate simple qui 
tigure dans la ibrmule par la somme des integrates analogues* 
relatives a tons les contours. Si les conditions de continuity 
eessent d'etre realisees ponr des points ou pour des lignes, on 
enlourera les regions ou se trouvent les discontinues par des 
oourbes que Ton joindra a celles qui limitent Taire consideree. 
Nous n'insisterons pas sur toutes ces remarques qui ont deja et*'* 
presentees a propos du theoreme de Green (n 644-). 

67o. Nos demonstrations supposent essentiellement le change- 
inent de variables reel ; mais il est clair que les proprietes d'inva- 
riance subsistent meme quand on emploie des coordonnees ima- 
^inaires. II suffit, pour s'en rendre compte, de remarquer que les 
propositions etablies sont susceptibles d'une verification directe 
par le calcul alg^brique, et il tombe sous le sens que cette veri- 
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licdlion est absolument independanle <le l.i iv'alile uu <Ic Tinia^i- 
narite des variables on des equation**. 
Cne fois obtenus les deux invariants 



<n pent en de'duire une foule d"autre> 

A As, A(s, As), 8<s, As ..... 

Les Irois invariants nouveaux que nous \enons d'eerire sont lou^ 
les trois du second ordre. En voici d'autres du troisieme 

AAAs, AA('f,A'^). AH(^,A^i, A.A-i, AA,-;. ... 

Xous verrons plus loin que les formations precedences donnenl 
lous les invariants; mais nous reconnaitrons encore, dans IVtudt* 
Tun probleme important, qu'elles ne les donnent pas foujour^ 
sous la forme la plus simple. 

676. Avant d'aborder les theories generales qui reposent sur 
I'eraploi des parametres difFerentiels, nous allons montrer com- 
ment ils peuvent intervenir utilement dans ['etude de quelques 
questions particulieres. 

Considerons d'abord une surface rapportee a un sysleme de 
coordonnees reclangulaires. Si le carre de 1'elemenl lineaire est 
nris sous la forme 



le rayon de courbure geodesique des courbes r-- const, est deter- 
mine par la formnle 

i- JjL ^ 

p ~~ AC ^ ' 

et il doit ^tre porte, s'il est positif, du cote ou r au^mente. Or 
on a 



__ i_ /A\ __ t ttC_ i 
**' ~ AC dv \G/ ~ .V C? 

el, par consequent, 
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mi, en r*,inplacant <*t C par leurs \aleurs tirees des rela- 
tions preeedenles. 



i A< t?, Ac) 



Celle iurniule,ne conlenaul plus que des invariants, seraappii 
-able daus tons les cas. Par suite, le ra\on de courbure geodesiqu*' 
rune cotirbe represented dans un systeme quelconque de coor- 
ees' par Tequation 



sera donnr par la formula 



le sens positif du ravon etant celui pour lequel d& est positif ^ ,. 
On deduit de 1'equation precedente que, si la famille de cour- 
bcs {'f ) esl formee de lignes geodesiques, la fonction cp doit sati^ 
iaire a IVquation du second ordre 

i 2f> > A(5, A'i j - - 2Ac A 2 cp = o. 

Siipposons mainteuant que Ton donne deux fonctions o, i el 
que Ton demande de calculer I'accroissement de i quand on par- 
tMiurl un ehemin intmiment petit sur la courbe 

v( w, r i const. 

Les different! ell es dtt, dv relatives a ce deplacement onl el** 
ralculees plus haul; on a trouve 

du _ i tb (i v _ i o o 
^ ~ ' 

U \Jendra done 



du ds ~*~ tiv ds 



D BtunAMi, /tlwc/tr, art. \\l, et Matkemalische Annalen, I. 1, p. 5;i> 
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Proposom-nous, par example, elant donnre. unc courbe i * >, ] 
lenler la dcrivee de la courbure geodesique par rapport ;'i fare 
quantl on se deplace sur cette courbe. On calculera c par la for- 
tiO^ et Fapplication de la ibrmule preeedenle donnera f*n- 






On calculerait de meme les derivees suivantes de p. 

677. Solent mainlenant 'j el i deux fonclions distint-tes. Sup- 
posons quo Ton determine un point de la surface par le^ \aleuin 
(p v et de i, le carre de Felement lincaire prendra la forme 



- - E s aF i/' rfi < 



11 est aise de voir que Ton pourra exprimer E, F, G en Ibnciion 
<les invariants du premier ordre de $ et de i. En effel, si Ton cul- 
mle ces in\ariants, on aura Irs trois equations 



|iii peiisenl etre resolues par rapport a E, F, G, et nous dunnenl 



he carre de Telemeut lineaire aura done pour expression 
'2A( o, 

* 



le denominateur, qui est 6-(cp, i), ne sera pas nul tani que l 
ibnctions cp et ^ seront dislincles. 

Celte expression de Telement lineaire va nous permelire d 
tablir une proposition que nous avons aononcee plus haut el 
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montrer que tout invariant compost avec les coefficients E, F, G 
et leurs derivees, nontenant <f ailleurs une ou plusieurs fonctions 
C5,'i, ... et leurs derivees jusqu'a un ordre determine, pent gtre 
obtenu a Paide des symboles A, 6 de M. Beltrami. 
Soit, en effet, 



une tclle fonction. Les coefficients E, F, G, nous venons de le 
voir, s'expriment d'une mani&re simple an moyen des trois para- 

metres 

Az^, Ap, A(w, r). 

D'ailleurs, si X designe une fonction quelconque, on a, d'apres 
la definition m^me de Pinvariant 0, 

^ = H0(X^), ~=:He(i*,X). 

Oil OV 

11 suit de 1^ que toutes les derivees, et par suite PinvariautI, 
peuvent s'exprimer au moyen des symboles A, appliques un 
nombre suffisant de fois aux fonctions 

W, P, 9, ^, .... 

11 suffit done, pour demontrer imm^diatement la proposition 
que nous avons en vue, de supposer que Pon a pris pour les va- 
riables u et 9 deux des fonctions o, ^, . - . qui entrent dans Pin- 
variant. 

S'il entre une seule fonction <p dans cet invariant, on pourra 
lui adjoindrc et prendre pour A un de ses invariants, par exemple 
Ay ou A 2 cp. Tous les invariants d'une seule fonction peuvent done 
tre obtenus par Pemploi simultane et repet des operations A et 
Ao, appliqu^es a cette seule fonction. 

678. Parmi les questions dont la solution peut etre rendue 
plus facile par Pemploi des invariants, on peut encore signaler la 
suivante. 

Supposons qu'etant donnee une surface, on propose de mettre 
son element Iin6aire sous la forme 
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ou/, ?? fy sont ^ es f nct i ns donnees et conhues de a, mais ou a, 
pet^sont trois fonctions a determiner. On reconnaitra imme- 
diatement que, si 1'elementlineaire est donne sous la forme 

ds* =- E du* -t- aF 



, p et q doivent satisfaire aux trois equations simultanees 

S)'-"""^- 1 - "()'- 

dp dp . ( dp dq dp da \ . , . da da 

T- T- -H <?() ~ ) -^ ) i M~^( a )-r- 3^' 
du dv ' \da C?P c/(j c)^^/ ' ^cJa ^ 



Jont Tintegration donnerait la solution complete du probleme. La 
th^orie des parametres difFerentiels permet de former une equa- 
tion du second ordre a laquelle satisfera Tune des inconnues /?, q 
ct qui remplacera le systeme precedent. 

On a, en eflfet, en prenantl'element lineuire sous la forme (a3j, 



"/+-?"' 

ou, si Ton designe le second meinbre par 'x(a), 
(25) A/? = y/a). 

11 vient ensuite, en regardant a comme exprim^ en fonction de p 
et de q, 



(a6) 



et en fin 



L'elimination de a, -^, -^ entre les quatre Equations (20), (26) 

et (ay) conduiraa une relation entre les invariants de/?, qui pourra 
ensuite dtre ^crite avec des variables quelconques et sera pre- 



:= _j __ H - ? 1 
//F^r 5 L^ /* - ?* ^ /+ - <? 2 J 
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cisenientPequationdu second ordre cherch6e. Le caicul se simplify 
beaucoup si la fonction o est nulle. 

Comme premiere application, proposons-nous de ramener I'elc- 
ment lineaire a la forme 

128) dk s x(dp*-\ dq*). 

LNous trouverons immediatement que/? doit satisfaire a Fe'quaiion 

A 2 /> - o. 

A'ous reviendrons plus loin (n 681) sur ce resultat. 

Envisageons maintenarit la forme suivante de Tel^ment lineaire 

( a g i ds* -- cos 2 a r//? 2 H- sin 2 a r/^ 2 . 

Kile correspond a une decomposition de la surface en rectangles 
infiniment petits dont les diagonales sont toutes egalcs ou, si Ton 
supprime les c6tes de ces rectangles en laissant les diagonales, a 
ime decomposition de la surface en losanges dont les cotes sont 
I otis egaux. On a ici 

dx __ i da 

^ > ~~ " dp 



ct, par suite, 

(3o) 

Telle est 1'equation du second ordre dont d^pendra la solution du 
probleme. Remarquons que, si I 7 on effectue, dans la formule (29), 
la substitution lineaire 



on obtient la forme 

( 3 1) els- --=. dp'* - ' dq'* -\ - 1 cos a a <tf// ^', 

identique a celle que nous avons rencontree dans Tctude du pro- 
bleme de M. Tchebycheff [p. i3a], 

Nous ^tudierons enfin la forme suivante 



qui se pr^sente dans la theorie des Cartes geographiques. Si Ton 
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fait correspondre a chaque point de la surface le point du plan 
dont les coordonnees rectangulaires sont p et q, on aura une re- 
presentation plane de la surface dans laquelleles aires serontcon- 
servees et, de plus, on pourra former un systeme orthogonal avec 
les courbes de la surface qui correspondent aux droites du plan 
paralleJes aux axes coordonnees. On peut encore caract^riser la 
forme precedente de P element lineaire en disant que la surface 
peut tre partagee par les lignes coordonnees en rectangles qui 
ont tons la mme surface. On a ici 

i * / * i dv, . i dy. 

V = -. A^A^,^----, A,p = ___, 

ce qui donne pour/? Inequation 

(33) 



Dans le cas des surfaces developpables, cette equation se transforme 
ais^ment en une de celles que nous avons etudie"es au Livre IV. 

679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les in- 
variants des fonctions les plus* simples. Signalons tout d'abord les 
ibrmules suivantes que le lecteur (^tablira aisement 



(34) 



les termes non Merits se deduisant de ceux qui figurent dans les 
seconds membres par de simples permutations. Ces identites per- 
mettent de calculer les invariants des fonctions composees quand 
on connatt ceux des fonctions simples a, p, .... 

Supposons la surface rapportee a ses lignes de courbure; de- 
signons par x, y, z les coordonnees du point de la surface par rap- 
port a des axes fixes et par a, a! , a! f \ b, b' , b lr \ c, c r , c" les neuf 
cosinus qui d^terminent la position du triedre (T) par rapport aux 
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axes. Ou aura, comme on sail, 



(35) 



i dx 

A 55 = *' 

i dx ? 
C ST ~ ' 



i dz 
- 
A du 



- 

du 



dc 

-T 

du 



** R"* o 

~T- K - O, 

C>P dv 



5 . 



3IT 

,^" 

_. 



toutes les notations du Tableau V [II, p. 386] tant conservees. 
Cesforniules permettent de calculer les valeurs suivantes des in- 
variants : 



= i c 2 , 



R2 " 



' _ ( J^L _ *?' 



Introduisons maintenant les distances de Torigme auplan tangent 
et aux plans principaux : si nous les designons respectivementpar 
P, Q, Q ; , on aura 

/ P = ex H- c'y -r- c*5, 
(38) Q ^a^-na'jK-ha^. 



L'application des equations (34) et (87) nous donnera 
AP=2!4-2i;, 



(39) 



Dans ces formules figurent seulement les invariants du premier 
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ordre. Pour calculer les parametres differentiels du second ordre, 
ilfaut se rappeler que les derivees premieres des neuf cosinuspeu- 
vent s'exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont 
les valeurs ont et6 deja donne'es au Tableau V. On a, par exemple, 



_ _L 

lX ~~ AC du\h. du^~ AC 



a t)C b d\ T 

~~ AC du ~ r ~ AC dv A " ^ 

ou, en remplagant les rotations par leurs valeurs et faisantles re- 
ductions, 

(4o) A '*= c (^~A) =c (5 + ff 

Cette remarquable formule, signaled depuislongtemps parM. Bel- 
trami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections 
par des plans paralieles forment une famille isotherme (n 209). 
On trouvera de meme 



Si Ton applique maintenant les formules generates (34), on 
obtiendra les deux relations 



(42) 



d/ 4 "^ As* 



Le carr qui figure dans la derniere est purement symbolique, 
c'est-a-dire qu'apres Favoir effectue, on devra reraplacer les 

produits tels que 4- x r- P ar une derivee seconde g^gr;- Ces deux 
formules sont dues encore a M. Beltrami. 



D, - III. 
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Si I'onprend 



,7*2 

/ = (0 = -- 
J 



on en dduit 

On trouvera encore 



680. Pour completer cette tude rapide, il nous reste a montrer 
comment Pin variant lin^aire du second ordre intervienl, soit. dans 
la theorie des syst&mes isothermes et de la representation conforme, 
soit dans Pexamen d'une question tres interessante qui a 6t^ 
abordee pour la premiere fois par M. Bellrami (*), mais qui at6, 
dans ces derniers temps, Pobjet d'etudes approfondies de la 
partdeM. Klein ( 2 ). 

Etant donn^ un plan, pour lequel le carre de Pelement Hn6aire 
est defini par la formule 



on sait qu'une fonction d'une variable imaginaire est, par d6fini- 
tion, celle dont la diff&rentielle est le produit d'une fonction 
quelconque par Pun des facteurs lineaires de ds* y c'est-a-dire 
celle pour laquelle on a 



Etant donnee de meme une surface quelconque r^elle dont 
Pelement lin^aire aura pour expression 



ds*= E du?+ aF dudv 
u et v tant des variables reelles, nous decomposerons d$* en 



(') Voir le Memoire, cite plus haut, des Annali di Matematica. 
( 3 ) KLEIN (F.), Ueber Rieniann's Theorie der algebraischen Functionen un 
Hirer Integrate. Leipzig, 1882. 
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deux facleurs 



f /ET 7 ( F -*- l ' H )^ir /n 7 (F ?HV<>1 
cfe - /E du H -- ^ v/E da -H v - _ , 

L V/E JL v/E J 

H designant comme d'habitudele radical y/EG F 2 . Une fonction 
complete Q du point (w, p) de la surface sera celle qui satisfera a 
Tequation 



(45 ) da = M 

\ 



par consequent, si Ton d^signe par x le facleur reel on imagi- 
naire qui fait de Fexpression 



F -4- zH 



une diff^rentielle exacte, el si 1'on pose 

(46; * ( v/R ^ H -- 7== ^ ) = ^z? -f- z 



on voit que sera unc fonction de la variable cornplexe x -f- u*. 
Si, dans Tequation precedenle, on change i en i et si Ton d6- 
signe par x ; la fonction conjugue de x, on aura 



(47) 



r= 
V E 



et, en multipliant membre a metnbre les equations pre^cedentes, on 
tr ouver a 

(48) ** 

' 



Cette Equation nous montre que x el y sont deux fonctions 
isolhermes conjuguees. On le voit done, des que la surface est 
rapportee &. un systeme isotherme, la definition d'une fonction 
complete sur la surface devient identique a celle que Ton prend 
pour point de depart dans la representation de la variable com- 
plexe sur le plan. En d'autres termes, des que Ton connait une 
representation con forme de la surface sur le plan, les fonctions 
complexes du point de la surface sont identiques aux fonclions 
complexes du point correspondant dans le plan. 
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Re"ciproquement, supposons que Ton ait obtenu par un precede 
quelconque nne fonction Ql 



i dans cette 
on aura 



= 

satisfaisant a Fequalion (45). En changeanl i en i d 
equation et designant par Q ; I'imaginaire conjuguee de Q, 

( 4 Q ) dQ! = M' ( v/E dui -\ -- ^J do] 

UJ ' \ v/E / 

et, par suite, 

( 50 ) da dQ' = MM' ds* = dP* H- rfQ* . 

Ainsi la connaissance d'une fonction complexe, d'ailleurs quel- 
conque, permettra d'effectuer la representation conforme de Ja 
surface sur le plan. 

11 resulte immediatement de la formule (5o) que, si Ton connait 
deux fonctions complexes sur deux surfaces diflerentes, on reali- 
sera une representation conforme des surfaces Tune sur 1'autre en 
faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la 
memevaleur, car, si Ton designe par ds' I'clement lineaire de la 
seconde surface et par N, W les quantites analogues a M, M f , on 
aura, pour les elements correspondants, 

MM' ds* = NN' ds'* = 



ce qui de*montre la proposition. Ge resultat, qui a etc signale par- 
ticulierement par M. Klein, comprend en particulier, ou plutot 
pr6sente sous une forme nouvelle ccux qui ont ete deja donnes 
(Livrell, Chap. III). 

681. II nous reste maintenant a me tire en Evidence les rapports 
de la theorie prece'dente avec les invariants. Pour ccla, nous aliens 
chercher les equations qui definissent les fonctions complexes, 
quandle sysleme de coordonnees est quelconque. Inequation (45) 
nous donne 



et reliminalion de M conduit a 1'equation 
(50 E -,F + ). 
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qui caracterise les fonctions complexes. On peut encore 1'ecrire 
sous la forme eqnivalente 

og-(F-(H,g 

11 resulte immediatement de ces Equations que la fonction Q 
satisfait a 1'equation 

(53) AQ = o. 

Reciproquement, si une fonction Q a son premier invariant nul, 
elle satisfait, soil a 1'equation (01), soit a celle qu'on en deduitpar 
le changement de signe de H; en d'autres tennes, elleest fonction 
de 1'une des variables deja emploj'ees x + iy, x iy* 

On verifiera egalement, par un calcul facile, que Q satisfait a 
liquation 

(54) A 2 ii = o. 

Etudions main tenant la relation entre la partie re*elle P et la 
partie imaginaire Q de Q. 
L'equation (53) developpee 

o=AQ=AP AQ-haiA(P, Q) 
nous donne 

AP = AQ, A(P, Q) = o. 

Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les 
courbes oblenues en e'galant a des constantes la partie reelle et la 
partie imaginaire de Q se coupent a angle droit. Ce resultat 
pouvait elre prevu : il est une consequence de Fequation (5o). 
D'autre part, si, dans les equations (5i) et (5a), nous s^parons 
les parties re'elles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les 
deux syst&mes equivalents 

^Q _ F oP _ E dP_ 
du " H du ~ H "5JT' 

^Q __ G ^P _F #?_ 

dv ~~ H du H dv ' 



- _ 

1 Hu "" H dv H du ' 

(56) ) ^? - S ^9 2 ^3 

I dv ~~ H d9 H du " 
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L'elimination de P entre les deux premieres Equations ou de 
entre les deux dernieres nous montre que P et Q sont des solutio 
de Pequation 

(5?) A 2 = o, 

ce qui d'ailleurs resultait dej& de 1'equation (54). 

Reciproquement, toutes les fois que Ton connaitra une soluli 
quelconque 9 = Q de 1'equation (07), les formules (56) no 
permettront de determiner par une quadrature une fonction P, 
qui donnera une fonction complexe Q = P -f- iQ du points 
la surface. On pent done enoncer la proposition suivante : j 
solution reelle la plus generate de V equation (57) est fourn 
par la partie reelle ou par la par tie irnaginaire d'une foncti 
complexe du point sur la surface. Par suite, si Telement line"ai 
pent etre ramene a la forme 



la solution la plus generale de Fequation (07) est 

iy) -+- ty(x iy)* 



G'est d'ailleurs ce que Ton reconnatt immediatement en pro 
tant des proprietes d'invariance de liquation (i5) et 1'ecriva 
avec les variables x, y\ car elle prend alors la forme simple 



682. M. Beltrami a montre comment on pent rattacher a 
the"orie la proposition que nous devons a Gauss reiativement a 
courbure totale. Solent, conforme"ment aux notations employe 
plus haut, x et x' deux facteurs qui fassent des expressions 



des differentielles exactes d(x + iy) et d(x iy}. Les factei 
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les plus g&neraux ayant la meme propriety seront respectivement 



v et ^ designant des fonctions quelconqu.es; de sorte que si Ton 
veut ramener ds* a la forme 



la valeur la plus ge*nerale de \ sera 

i 



X = 



iy) 



Par consequent, pour tous les systemes de coordonnees et pour 
toutes les valeurs possibles de x et de x ; , la fonction 

A 2 log = = A 2 log^xx 1 
V/X 

aura toujours la meme valeur. Nous ob tenons ainsi un inva- 
riant : on peut le calculer comme il suit. 
La fonction x doit satisfaire a I'e'quation 



qui donne 



- - - : 

dv du du 



/= d 

~ v " ~i 



p __ *rr 

En multipliant par g 9 on aura de m&me 



_ c?logx F tg _^ F-'-tH F i'H 

~ l 



du 



En se servant de ces deux relations pour calculer A 2 logx, on 
oblientimme'diatement ce r6sultat 

_ i d ( .<Hogx F ill dE iE d_ F +- iE\ 
A2l0giC ~H^^'"^T" + 2KH 69 

i d f.dlogx y/E <? F + i'H 
du ~^~E du g 
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ou x s'elimine de lui-meme. Si Ton change i en z, x en x' et qu e 
Ton ajoute Pequation obtenue a la prece*dente, on trouve, en 
divisant par 2 et en r^duisant, 

i / '_ _L A. ( i ~ ^5^ 

A, logv/^/. - iU 5^ ( ~" H 5w + EH "SJ y 
(58) ' ^JLl^^_i^_JL5 

-iH ^ \H du H c^ EH (5 

D'apres la maniere m^me dontnous Tavons obtenu, cet inva- 
riant doit s'annuler dans le cas ou I'el^ment lineaire est reductible 
a la forme 



et dans ce cas settlement. D'ailleurs, on reconnaitra aisement, en le 
comparant a la formule (16) [II, p. 364], qu'il est identique a la 
coitrbure totale. Mais on pent aussi etablir ce dernier re'sultat 
directement en le ddduisantdes proprie*tes m^mes d'invariance que 
nous avons signalees. 

Supposons, en efFet, quel'on veuille calculer la valeur de 1'in va- 
riant pour un point M. Prenons pour axes dcs x el des y les tan- 
gentes principales en ce point. Si R et R/ sont les ravons de cour- 
bure principaux en ce point, Fequotion de la surface dans le 
voisinage de M sera 



= ._ _ ; .... 

, On aura, en choisissant x ety comme coordonn^es curvilignes 
d'nn point de la surface, 



.... _.... _.... 

Si Ton porte ces valeurs de E, F, G dans la formule (58) et si 

/^2 T7 

Ton remarque que, pour x ~y= o, j^- est la seule des de"rive"es 

premieres et secondes de E, F, G qui ne soit pas nulle, on trou- 
vera, pour le point M, 

(61) A 2 log^=~-. 
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Tel est le resultat e"tabli par M. Beltrami. Les considerations 
par lesguelJes on le demontre ne different pas essentiellement de 
celles que M. O. Bonnet a de>eloppees dans le Memoire sur la 
theorie des surfaces applicables, insere auXLP Gahier du Jour- 
nal de V Ecole Poly technique. 
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CHAPITRE II. 

SOLUTION D'UN PROBLEMS FOJVDAMENTAL I RECONNAITRE SI DEUX 
SURFACES SOIVT APPLIGABLES L.'tJNE SUR L ? ATJTRE. 

Deux surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante et a la meme va- 
leur sont toujours applicables I'une sur 1'autre; mais on ne sait realiser 
cette application des deux surfaces I'une sur 1'autre que dans le cas ou la 
courbure totale est nulle. Si 1'on savait determiner les geodesiques des deux 
surfaces, on pourrait realiser 1'application; mais la determination de ces geV 
desiques depend de 1'integration d'une equation de Riccati. Methode permet- 
tant de reconnaftre si deux surfaces a courbure variable sont applicables I'une 
sur I'autre. Cas general. Emploi des parametres differentiels. Cas 
particulier ou les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une m6me 
valeur sont paralleles les unes aux autres. Cas plus special encore ou ces 
courbes forment en outre une famille isotherrne; les surfaces sont alors appli- 
cables sur des surfaces de revolution. fitude de deux problemes parti- 
culiers; recherche des surfaces reglees qui sont applicables sur des surfaces 
de revolution ; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une 
autre surface reglee sans que les generatrices rectilignes soient des courbes 
correspondantes sur les deux surfaces. 



683. La the'orie des parametres di Keren liels permeL de r^soudre 
simplement la question suivante : 

Reconnaitre si deux surfaces sont applicables I'une sur 
V autre ou si deux formes de V element lineaire sont equiva- 
lent es. 

Voici la solution que nous donnerons de cette importante ques- 
tion. 

CommenQons par considererle cas exceptionnel ou la premiere 
surface (S) a une courbure constante; d'apres le thdoreme de 
Gauss, la seconde surface (S ; ) ne pourra etre applicable sur la 
premiere que si elle a une courbure constante, egale a celle de la 
premiere. Supposons que cette condition, qui est necessaire, soil 
remplie : nous allons montrer que les deux surfaces seront appli- 
cables Tune sur 1'autre. 

En effet, conside*rons> sur une surface a courbure conslante ~i 



SOLUTION D'UN PROBLEME FONDAMENTAL. 219 

un systeme de coordonnees forme par les lignes geodesiques 
qui passent par nn point fixe quelconque de la surface et leurs 
trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n S99) que Ton aura 
pour F element line*aire la forme reduite 



(i) ds* 

Si, aucontraire, la courbure est negative etegale a -- l -, on trou- 
vera de mme 



r / e ti _ g-w\s ~] 

= a* \d U * +{?;;--] dO*\. 



(1) 

Enfin, si la courbure etait nulle, on aurait, pour le meme sys- 
teme de coordonnees, 

(3) d$*-^ du*+u*dv*. 

Ces Lrois formes reduites nous permettent de resoudre com- 
pletement la question proposed, fitant donnees deux surfaces (S'K 
(S^), de meme courbure totale, nous allons demontrer qu'elles 
sontapplicables Tune surl'autrejet celad'une infinite de manieres. 

Prenons un point quelconque M sur (S) et faisons-lui corres- 
pondre un point quelconque M' de (S 7 ). Cela pose, a un point P de 
(S) ne peut correspondre sur (S f ) qn'un point P 7 dont la distance 
g^odesique a M 7 e*gale la longueur de la ligne geodesique PM. Je 
prends un point quelconque P' satisfaisant a celte condition et je 
dis qu'on peut, de deux manieres diffe'rentes, appliquer les deux 
surfaces Tune sur 1'autre de telle sorte qu'aMet P correspondent 
respectivement M ; et P 7 . 

En efFet, rapportons les deux surfaces aux systemes de coordon- 
nees polaires dont les poles sontM etM 7 . En ecrivant que les arcs 
correspondants sontegaux, on sera conduit a une Equation 

du*+y*(u) do* = rftt'*-4- o(w') rfp', 

ou y(w) designe Tune des fonctions u, sinz^, - qui figurent 

dans les formules (i), (2), (3). Si M doit correspondre a M 7 , on 
devra avoir aux points correspondants u = z/, et, par suite, liqua- 
tion precedente deviendra 
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on, en integrant, 

9 9' = const. 

Soient UQ, v^les coordonnees du point P; ^' , p' celles de P'. En 
crivant que P et P' se correspondent, on determine la valeur de la 
constante, etTequation entre 9 et v' devient 

9 V Q = '(v r ?' ). 

II Y a deux solutions, correspondantes au double signe du second 
membre. 

Considerons, par exemple, deux spheres egales et deux arcs 
de grand cercle egaux MP, M'P' pris respectivementsur ces deux 
surfaces. On peut amener les spheres a coi'ncider de maniere 
que M', F soient respectivement en M et P. Alors on peut etablir 
la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme 
homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant con- 
fondus, soit en faisant correspondre a Tun de ces points sonsvme- 
trique par rapport a Pare MP. Telle est ici Interpretation g<ome- 
trique des deux solutions pre'ce'dentes. 

684-. Nous venons de de*montrer que deux surfaces aconrbures 
constantes et Egales sont applicables Tune sur Tautre, et d'une infi- 
nite de manieres; mais ilne resulte pas de la que Ton puisse tou- 
jonrs realiser Tapplication et etablir les equations qui relient les 
deux points correspondants. Pour tre effectivement appliquee, 
la methode que nous avons suivie exJge evidemment que Ton 
connaisse les lignes geode*siques sur les deux surfaces donne*es. 
Nous sommes done conduits a nous proposer la question sui- 
vante : 

Etant donnee line surface a courbure constante, peut-on 
determiner ses lignes geodesiques? 

Dans le cas ou la courbure totale est nulle, la reponse a cette 
question n'est pas douteuse. Etant donn^ l^lement lineaire d'une 
surface de*veloppable, on peut toujours, par de simples quadra- 
tures, le ramener a la forme 



Par suite, liquation des geodesiques, qui est une relation 
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lineaire entre x et y, s'obtiendra dans tous les cas par de simples 
quadratures. 
Soil, en effet, 



ds* = E dufi -+- 2 F r/zj <&> -f- G afo 2 

un element lineaire pour lequel la courbure totale, definie par la 
formule (58) du Chapilre precedent, est egale a zero. II resulte 
de la signification meine de cet invariant et de la methode que nous 
avons suivie au n 682 que Ton pourra ramenerTelement lineaire 
precedent a la forme 

et, par suite, il existera une fonction X telle que les deux expres- 
sions 

/ Xl 



y/E 

1 ( /5 7 F 'H J 

r- l/E dU H T= dv 

X\ v /E 

soient, 1'une et 1'autre, des differentielles exactes d(x -\- iy) et 
d(x iy). Si nous ecrivons les conditions d'integrabilit6, nous 
aurons les equations de condition 



x/E * L^iX, 

dv du ^/E 

d /E ___ c) F iE 

Remplagons dans ces equations X par e^ et resolvons par rapport 
aux derivees de [x; nous aurons 

r (JF F ^E i_ ^E 

du aH dv y 



. __ . 

aH <^w a EH 



11 suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de com- 
parer a liquation (58) du Chapitre precedent pour reconnaitre 
qu'il existe effectivement une fonction p, satisfaisant & ces deux 
Equations. Gette fonction une fois d^termin^e par une quadrature, 
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on portera la valeur e l v- de \ dans les expressions (5) et rinte"g 
tion de ces differentielles fera connaitre x + iy et x iy. \\ Sl 
fira done de trois quadratures effectuees snr des diffe*rentielles 
deux variables pour ramener 1'element lineaire a la forme (4) < 
par suite, pour trouver les lignes geodesiques. 

685. Passons aux surfaces a courbure constante et, pour fi* 
les ide'es, supposons que la courbure soit positive et egale a 
(pour une surface a courbure negative, il suffira de changer a 
a\/ i dans les re"sultats que nous allons obtenir). Conserve 
toutes les notations du Livre V (Chap. I); il est clair que, 
surface ou l'elment lineaire etant donne, si Ton determine po 
chaque point la position du triedre (T) par rapport aux lign 
coordonnees, on aura, en chaque point de la surface, les transl 
tions 5, ,, T], v]< et, par suite, les rotations ret r { (n 48i). Cess 
quantites ne changent pas lorsqu'on de* forme la surface; par co 
sequent, si 1'on veut Pappliquer sur une sphere (S) de rayon < 
elles auront les memes valeurs aux points correspondants de (J 
et de (S). Mais, pour le point de (S), les deux rayons decourbu 
principaux sont egaux a a et, de plus, les directions principal 
sont lode* terrain es. II faut done que les deux equations (10) [I 
p. 352], qui definissent les directions principals, soient idem 
fjuement v^rifi^es quand on y fait p = a. On obtient ainsi 1< 
Equations 

5 -4- aq = o, T) ap = o, 
|t 4- aqi = o; TJJ ap i = o, 

qui determinent/?, q->p\>> q\ ; desorte que Ton connait toutes le 
rotations et les translations du triedre (T). La determination ei 
fective du mouvement de ce triedre et, par suite, ['application d 
la surface (S) sur la sphere (S) dependent done, d'apres les prin 
cipes exposes au Livre I, de integration d'une equation de Ric 
cati. Or, lorsque cette application des deux surfaces 1'une su 
Tautre sera efFectu^e, on connaitra e*videmment les Jignes g^ode 
siques de (S); elles correspondent aux grands cercles de (S] 
Ainsi : 

La determination des geodesiques d'une surface a courbur 
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totale constante et differente de zero depend de U integration 
d'une equation de Riccati. 

686, Supposons main tenant que les deux surfaces (2), (2,) 
soienl, Tune et Tautre, a courbure variable; soient u, 9 les coor- 
donnees qui determinent un point de (S), u v { celles qui deter- 
minent un point de (2,). Pour que les deux surfaces soient ap- 
plicables Tune sur Pautre, il faudra que Ton puisse determiner 
pour u et 9 des fonctions de u^ v { donnant identiquement 



aF du dv + G dv* = E A du\ -*- ^ dui d9 l 4- G! dv\, 

et cette Equation nous montre toutde suite que wet pdoiventetre 
des fonctions independantes-, car, si u etait fonction de v, le se- 
cond membre serai t un carre* parfait. 

L'application des m^thodes ge'nerales conduirait pour u et v a 
trois equations aux derivees partielles du premier ordre. Le 
probleme pose, envisage sous ce point de vue, consisterait done a 
reconnaitre si ces trois equations peuvent tre verifiees par un ou 
plusieurs svstemes de valeurs de u et de v. 

Mais les propositions que nous avons etablies pre'ce'demment 
vont nous permettre de reconnaitre par de simples Eliminations 
si les deux surfaces (S), (S 4 ) sont applicables Tune sur 1'autre. 
Nous savons d'abord qu'aux points correspondants des deux sur- 
faces les courbures lotales doivent ^tre egales. Si nous.d^signons, 
par consequent, par <p(u, 9) et y\(u\i v { ] les expressions de la 
courbure totale, forme'es respectivementavecles Elements des sur- 
faces (S), (S^, nous devrons avoir Tequation 

(7) ?(^ 5 = 9i(*i, PI). 

D'autre part, s'il existe une transformation de coordonn6es per- 
mettant de passer de F^lement lin^aire de la surface (S) acelui de 
la surface (S< ), tout invariant de la fonction <p, forme avec F616- 
ment line*aire de (S), devra ^tre e*gal a Tinvariant correspondant 
de <f { form6 avec I'^lement lin^aire de (S { ). Cette remarque nous 
permet de former une suite illimite'e de relations entre u, P, w o ^ ( , 
qui seront toutes necessaires. 

Le principe suivant va nous aider a nous reconnaitre au milieu 
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de toutes ces relations et d'ecrire seulement celles qu'il est indis- 
pensable de considerer. 
Soient 

(8) p(M, p; = cpi(w l3 PI), <KM, P) = <K(wi, ^) 

deux quelconques d'entre elles, que 1'on choisira de maniere a 
satisfaire a cette unique condition que les deux fonctions <p et iL 
soient independantes. Alors il devra en tre de mme des fonc- 
tions (s i et^; sans cela, les surfaces nepourraientetre applicables 
I'une sur Pautre. Dans ces conditions, les Equations pre*cedentes 
resolues par exemple par rapport a u et a v, definiront une ou 
plusieurs correspon dances distinctes entre les points des deux sur- 
faces (S), (S 4 ). I) est done necessaire, d'apres la theorie meme des 
invariants, que 1'un au moins des systemes ainsi obtenus de va- 
leurs de u et de 9 ve'rifie les trois equations 

(9) A ? =:Ai ?1 , A( ? , ^) = Ai( ?1 , 60, A^ = Ai(^), 

ou 1'indice superieur i indique les parametres diflferentiels formes 
avec Telement lineaire de (S,). Mais nous allons montrer que, si 
la condition precedente est necessaire, elle est aussi suffisante. 
En efiVt, pnisque les fonctions ^ et A sont independantes, nous 
pouvons determiner tin point de la premiere surface par les valeurs 
qu'y prennent cp et A, et, d'apres la formule donne"e plus haut, 
Foment lineaire de cette surface (S) aura pour expression 

__ A^ dtf a A(<p, 6) do dfy -H Ao dfyi 
Acp Atp A 2 (<p, 6) 

De meme, Telement lineaire de (2,) sera reducible a la forme 



et ? par suite, la correspondance etablie par les cinq equations (8) 
et (9) nous donnera 

d$*=ds\. 

Notre proposition est done etablie; elle permet, on va le voir, de 
resoudre simplemenl la question propos^e. 

687. Reprenons en effet Tequation (7), a laquelle nous adjoin- 
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drons la suivante 

Acp == A 1 ^. 

Si Ay n'est pas une fonclion de y, A< y< ne sera pas une fonction 
de y< ; autrement les deux surfaces ne pourraient e"tre applicables 
Tune sur 1'autre; Ay et A* y 4 pourront done jouer le r6le des 
fonclions que nous avons appelees plus haul i et A,. Le sjsteme 
des Equations (8) et (9) se rduira ici au suivant 

? = ?!> 

Acp = A 1 ^!, 

A(cp, A ? ) = Ai( ?1 ,Aic ?1 ), 
AAcp = A Ai l7 

et il suffira que les deux dernieres Equations soient des conse- 
quences des deux premieres pour que les surfaces (S), (Sj ) soient 
applicables Tune sur 1'autre. 

Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que y soit 
la courbure totale et il s'appliquerait, sans modification si Ton 
savait a priori <ya.z deuxfonctions quelconqueso(w, p), y { (u^ P { ) 
doivent prendre la m^me valeur aux points correspondants des 
deux surfaces. Le theoreme de Gauss n'intervient dans cette ana- 
lyse que pour nous faire connaitre une fonction invariante. Le 
fait que cette fonction est la courbure ne joue qu'un r61e secon- 
daire dans nos raisonnements; mais il n'en est plus ainsi, et la 
signification de <p reprend une grande importance, dans les cas 
particuliers que nous avons e'carte's et que nous allons maiatenant 
examiner. 

688. Supposons que, pour la surface (S), Ay soit une fonclion 
de y, F(y); il en sera de meme pour Tautre, et Ton devra avoir 
^videmment 



sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables Tune sur 
1'autre. Nous supposerons cette premiere condition satisfaite. 

Liquation 

A<p = F(<p) 

exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la 

me"me forment une famille de courbes paralleles. Nous avons 

D. III. i5 
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deja rencontre au n 671 les surfaces jouissant de cette propriete 
etnousavons memedonne la forme deFelment lineaire lorsqu'on 
prend un systeme de coordonnees forme de ces courbes paralleles 
et de leurs trajectoires orthogonales. II nous suffira de remarquer 
ici que Ferment lineaire est de la forme bien connuc 



que 

ouFona(n672) 

dv 
(11) 
^ 



On peut etablir entre les invariants de la surface une relation 
qui nous sera utile. Si F element lineaire d'une surface estramene 
a la forme 



on a 

i dC i i <? 2 C 

AH = I, A t *= c35 , 7= --._,=:_-__ 

et de la on deduit 

(12) A(w, A 2 w) = cp (A 2 w)2. 

Celte Equation est tout a fait generate. Mais, si nous supposons 
inaintenant que la surface soit une de celles que nous voulons 
etudier et que les courbes de param&tre u soient celles sur les- 
quelles la courbure <p demeure constante, A<p deviendra une fonc- 
tion de <p ; u sera aussi une fonction de cp, d^fmie par liquation (i i), 
et la relation (12) se transformera dans la suivante 

do \ f / dy 

-" 



dv r do \ f / dy 

7=' ^ I 7= ) = - < P-"( A /7T 
v*q J v^J \ J v^ 



quiconvient aux surfaces dont nous nous occupons etne contient 
d'ailleurs qu'en apparence des integrales et des radicaux. 

Revenons aux deux surfaces (S), (S^. Nous savons qu'aux 
points correspondants on doit avoir 

, 

mais ces deux relations, en vertu des hypotheses actuelles, se ra- 
menent a une seule. Nous obtiendrons une equation nouvelle en 
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exprimant que les invariants du second ordre sont egaux, c'est- 
a-dire que Fon a 

A 2 o == Ajcpj. 

Pour la simplicite des raisonnements, nous ecrirons cette equa- 
tion sous la forme equivalente 

/do / *d f $\ 

-7^= =AJ / ', 
y/Acp J /A 1 ^ 

et nous lui adjoindrons la suivante 



Cela pose, si nous supposons que Ao / ->L ne soit pas une fonc- 

d ? 

tion de cp et que Ai / 1 ne soit pas une fonction de C5 { les deux 

- J \/A lc ?i 4 

Equations (i4) [qui se reduisent a une seule] et Tequation (i5) 
d^finissent une ou plusieurs correspondances entre les points de 
deux surfaces. Si I 7 une de ces correspondances entrain e comme 
consequence 1'equation (16), les deux surfaces seront applicables 
Tune sur Fautre. 

En effet, en vertu de Fidentit^ (i3), les equations (i4) et (ID) 
entrainent la suivante 



A cp, A 2 / --^ = i 
\ J /A?/ 

et enfin Fidentite, demontree au n 673, 



qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de mnie 

AA 3 C^L : 

J S/Ac? 

La correspondance etablie est done telle que les deux fonctions 
cp, A 2 sont e"gales, ainsi queleurs trois invariants du premier ordre; 
par suite, les deux surfaces sont applicables Fune sur Fautre, 
en vertu du principe general que nous avons e*tabli tout d'abord. 
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689. II nous reste examiner ua dernier cas, c'est celui ou, no 
seulement A'^maisAo f-^i. serait une fonction de cp. Comir 
on a 

/fo ^ A 2 ? _ T o Acp 
7^ = Af ~ 2 /? *P ' 

il est clair que cela revient a supposer A 2 cp fonction de cp. 

Si ce cas exceptional se pr&enle pour Tune des surfaces, 
devra aussi se presenter pour 1'aulre, et Texpression de A 2 cp en fon< 
tion de cp ne saurait ^tre difT^rente pour les deux surfaces. Noi 
allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour deu 
surfaces diflferentes, A 2 <p et Acp sont des fonctions de cp et si les ei 
pressions de ces deux fonctions sont les m^mes, les deux surface 
sont applicables Fune sur 1'autre et d'une infinite de mantere. 

Soit, en effel, (S) Tune des deux surfaces. En posant 



et rapportant la surface au meme systeme de coordonn<;es qu 
precedemment, on aura pour Telement lineairc 



Si Q designe une fonction quelconque, Tcxpression generale c 
A 2 Q devient ici 

i d 



En prenant done Q = cp, on trouvera 

2 " "~ G "du du du da 
on, en tenant compte de la relation enlre cp et 

ce qui donne 
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En integrant et remplagant du par --SL, on obtientla valeur sui- 

V/Acp 

vante de C 



/A.* 

/ 2 dv /^A S 9 

/ 1 ~ d$> V / ~~i ^9 

p __ Vpt/ Ac ^c/ ^*9 

/Acp 

ou V d^signe une fonction quelconque de 9. Substituons cette va- 
leur de G dans 1'eiement lineaire et remplacons V dv par rfp, nous 
obtiendrons definitivement 



(17) 



Acp 



Cette formule demontre imm^diatement la proposition que 
nous avions en vue. Gomme elle depend exclusivement des ex- 
pressions de Acp, A 2 y en fonction de <p, elle sera evidemment la 
m6me pour les deux surfaces consid^es, et Tapplication se trou- 
verar^alis^e paries formules 



(18) 



= =fc t>i -H a, 



a d^signant une constante arbitraire. Les deux surfaces sont alors 
applicables Tune sur Pautre d'une infinite de manieres, ce que 
Ton n'auraaucune peine a s'expliquer si Ton remarque que 1' element 
lineaire donn par la formule (17) est celui qui convient aux sur- 
faces de revolution. 

Pour ^tablir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira 
de ramener leur dl^raent lineaire a la forme (17), et il est ais de 
reconnaitre que cette reduction exige une quadrature pour chaque 
surface. En effet, si Ton tire de liquation (17) la valeur de rfp, on 
trouvera 



(19) c?P = 

et le second membre, ne contenant que des quantit^s connues ou 
des invariants, pourra^tre obtenu sans difficult^ quelles que soient 
les coordonn^es choisies, par consequent, 9 sera donn par une 
quadrature. 
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690. La discussion que nous venons de terminer montre qu'il y 
a seulement deux classes de surfaces pour lesquelles Implication 
peut se faire d'une infinite de manieres : ce sont les surfaces a cour- 
bure constante et les surfaces applicables sur les surfaces de revo- 
lution. Les unes et les autres sonl <videmment applicables sur 
elles-mmes d'une infinite de manieres. L'analyse precedente 
montre d'ailleurs d'une manure evidente qu'ellcs sont les seules 
jouissant de cette propriete. Toutefois rindeterminalion n'est pas 
la mme dans les deux cas : pour les surfaces a courbure constante, 
le mouvement de deformation dans lequel la surface glisse sur elle- 
mme peut amener un point quelconque en tout autre point de la 
surface; au contraire, dans le cas des surfaces a courbure variable 
applicables sur des surfaces de revolution, chaquc point de la sur- 
face pourra seulement glisser le long do la courbc lieu des points 
pour lesquels la courbure totale demeure invariable. 

Signalons cette consequence que les surfaces h6licoidcs ou de 
revolution ne peuvent etre applicables les unes sur les autres que si 
les helices ou les paralleles sont des courbcs correspondantes sur 
les surfaces que 1'on considere. Par consequent, les resultats des 
n os 73 a 79 nous donnent bien tons les helico'ulcs ct toutcs les 
surfaces de revolution qui correspondent a unc forme donnee de 
F element lineaire (*). 

691. Nous allons indiquer differentes applications de la methode 
prec^dente. Cherchons d'abord s'il existe des surfaces r6gl<es 
applicables sur des surfaces de revolution. Nous savons (n 80) 
que I 1 element lineaire d'une surface reglee rapportee a ses genera- 
trices rectilignes etaleurs trajectoires orthogonales cstdc la forme 
(ao) d$*~ ^2 + (Aw 2 H- ->,B u -4- C) ch*~ du*~~\- g* r/r 2 , 

A, B ? G etant des fonctions de P. On pent uvidcminenl clioisir la 

(*) On consultera, sur le probleme que nous venons do rusoudrc : 

MiNDma(F.), Wie sick entscheiden Idsst ob zwei gegebenc Fldchen auf 
einander abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkungen tiber die Flachen 
mit unveranderlichen KriimmungsmaassQn (Journal de Crelle, t. XIX, 1889). 

LIOIWLLE (J.), Notes de la 5" edition de I* Application de V Analyse a la 
Geometrie de MONGE (Notes IV et V); i85o. 

BONNET (0.), Me'moire sur la theorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnee (Journal de Vficole Poly technique, XLI Cahier, i863). 

BERTRAND (J.), Traite de Calcul differentiel et integral, t. I. 
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fonction 9 de telle maniere que Ton ait 
(21) AC B2=i. 

Le seul cas d'exception est celui ou le coefficient de dv* est un 
carre parfait. Alors la surface est de'veloppable et la solution de la 
question posee devient vidente : toutesles surfaces developpables 
sont applicables sur le cdne de revolution. 

En tenant compte de la relation (21), on aura 



RIV 

Or on sait que, pour toutes les surfaces de revolution, les lignes 
sur lesquelles la courbure est constante sont paralleles les unes 
aux autres. Cette proprie'le', a la v^rit<, appartient encore a d 7 au- 
tres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va 
suivre. 

On devra done avoir Tequation 



qui caracterise (n 672) les families de courbes paralleles et qui 
devient ici 



A', B ; , C r dcsignanl les derivees de A, B, C. Si nous remarquons 
qu'en vertu de la relation (21), on a 



on volt que nous pourrons donner a liquation pr^c^dente la 
forme 



Pour eliminer/(^), nous allons diff^rentier en supposant qne g 
reste constante, ce qui donne la relation 



+ [(A' W 2-t- 2 B'w H- C')(A" w2+ aB ff w 4- G") -H a A f ^*l dv = o. 

Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de dv 
sont d^finis par liquation 

2^ dg = o = a( A u -h B) du + (A f ztH- aB'w H- C') ^, 
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qui donne 

i dii dv 



Aw-f-B 



On aura ainsi, en remplacant dans 1'dquation prece*dente du, dv 
par les quantite's qui leur sont proportionnelles, 

'w -+- C')[(A' u + B')(A'zi*H- aB'w H- C') 
( 2 3) 



Cette relation doit avoir lieu identiquement. Si nous egalons les 
coefficients de la plus haute puissance de u dans les deux mem- 
bres, nous trouvons 



Commengons par examiner 1'hypothese 

A' = o, c'est-a-dire A = const. 
Alors la relation (28) prend la forme 



On peut verifier cette equation soit en annulant le premier fac- 
teur, soit en annulant le second. Dans le premier cas ? on a 

B'=C'=o 

et a cette solution correspond la forme suivante de Pelement li- 
neaire 



ou a, 6, c sont trois constantes quelconques. 
Mais, si Ton suppose que le second facteur soit nul, oii aura 

AT/ 
AB ff = o, B'2BB" =o, B f G'-BG' / =o. 

II j a deux cas a distinguer suivant que A est nul ou different 
de z^ro : 

1 Supposons A = o; nous aurons, en tenant compte de la re- 
lation (21), 

B = i, G"= o, C = ni9 -H n, 
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m et n ddsignant des constantes. On a done 



2 Soil maintenant A^ o; il vient 

B" =o, B = TWP -t- 7i, 

p,/ 27tt 2 

C-- r , C = 
Done 



692. II nous reste maintenant a examiner les solutions de 
liquation (a3) pour lesquelles A' serait different de zero. II est 
aise de voir qu'il n 7 y en a aucune. 

En effet, si A ; n'est pas mil, le second membre de la relation 
(a3) ne le sera pas non plus; par suite, il devra tre divisible 
par le trindme A!u*-\- %W u 4- C'. II faudra done que les deux 
equations 



= o, 

aient au moins une racine commune. On pourra done galer a 
zero leur resultant, cc qui donnera la relation 

(24) (AC'~HCA'~2BB')2-4(B*--AC)(B'2 A'C') = o. 

Mais, si Ton difft^rentie Tequation (at), on a 
(a5) AC'-t-CA' aBB'=:o } 

de sorte que la condition prcdente prend la forme simple 

A'C' B'2=o. 

II faudra done que A'w 2 -!- zB'u 4- C' soit un carr^ parfait-, 
mais alors A,u + B, devant, d'apr^s liquation (23), diviser 

( A' u 4-B ; )( A r w'H-iB'w-t-C') 2 , 
admettra ndcessairement la racine unique du trindme 



et, par suite, les deux Equations 
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devront avoir une racine commune. Or cela est impossible tant 
que A' n'est pas mil; car P elimination de u conduit a la condition 

d'ou Ton peut faire disparaitre B' au moyen de Pequalion (a5), et 
Ton arrive ainsi a la relation 

(B 2 AC)A'=o ou A'= o, 
qui est en contradiction avec noire point de depart. 

693. Done les seules solutions de la question poscc sont celles 
que nous avons indiqu^es en premier lieu et qui correspondent 
aux trois formes suivantes de Pelement lincaire 



) T i 1 j ^ 

(a6) \ ds* = du~ ~\- A( u -4- nw + /i) 2 H- 7- aP 2 , 

L . N , AJ 

\ ds* = du? H- (a lu -4- mv + n) at' 2 . 

Ces formes peuvent elles-memes etre simplifn'es et, en dislin- 
guant tous les cas, on trouve les expressions reduites 



?52 = du* H- ( M -i- 

La premiere correspond aux surfaces de revolution dont le 
meridien est defini par 1'equalion 



p etant la distance a 1'axe et s la distance a un plan pcrpendicu- 
laire a 1'axe. Elles sont engendrees par la involution de la deve- 
lopp^e d'une chainette autour de la base de celtc courbe. 

Parmi les surfaces de revolution en nombrc infini (n 76) qui 
correspondent aux autres expressions reduites (27) se trouvent 
I'alyss&de pour la deuxieme forme (n 66), les ellipsoi'dcs et les 
hyperboloides de revolution pour la iroisicme, le paraboloi'de de 
revolution pour la quatri^me. Nous laisserons an lecteur le soin 
de verifier tous ces resultals. 

Quant aux surfaces reglees qui admettent les formes precedentes 
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de 1' element Iin6aire, on les de" lerminera par une m^thode generale 
mie nous ferons connaitre plus loin. Nous nous contenterons, 
pour le moment, cle remarquer que la premiere et la derniere des 
formes pr^cedentes ne peuvent corresponds qu'a des surfaces 
dont les generatrices rectilignes sont imaginaires. 

69-4. Proposons-iions maintenant de reconnaitre s'il existe des 
surfaces o-auches applicables sur des surfaces gauches sans queles 
o-enratrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui 
revient a rechercher si Ton peut resoudre liquation 



(28) du*+- (au*-*r ibu + c) dv* - 

ou a, 6, c dcsignenl des fonctions de r et a n 6 n c< des fonctions 

de v* sans supposer que 9' soit une fonction de 9. 

Nous admcttrons, comme precedemment, que Ton ait choisi 9 
et (/ de tclle maniere que Ton ait 
etc Z> 2 = 



Alors liquation relative a la courbure nous montre qu'aux 
points correspondants, on doit avoir 



et notre equation (28) dcvient 

du*-du'*=g*(d 

Ellc admet une premiere solution 



Mais alors les generatrices rectilignes se correspondent dans les 
deux surfaces. Gherchons done d'autres solutions. 
ficrivons 1' equation sous la forme 

du!- du). 



Comme le signe de.w f imporlc pen, on peut toujours supposer 
qu'il j a proportionnalite entre les deux premiers facteurs de 
chaque membre et poser, sans diminuer la g 
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Introduisons les variables nouvelles 



on aura 



Les seconds membres devant tre des differentielles exactes, on 
pourra poser 



A etant une fonction de a et B une fonclion de fi. 
On d6duit de la 



y w = dz H- f/p, ^w' <tfa rfp, 
( } , rfa ^ ., da d? 

i " 



et, par suite, en choisissanl a et (3 comme variables indepcn- 
dantes 

(*- 

On retrouve ainsi, comme ii fallait s'y allendrc, la forme de 
Pelernentlin^aire consideree par M. Liouville. 

Pourlacommodite des calculs quisuivront, nous allons changer 
de notations. Posons 



^., = , 

/A y/R 7 /B v/R/ 

R et Rj ^tant des fonctions qui dependent respeclivement de p el 
de p^ II viendra 



(34) 
(35) 



= r_^L + r_jp.i_. p . = r.^ _ /_#. 

J /pR J/p,R, J/pK J/piKi 
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etles fonctions inconnues devront tre telles que I'on ait 
(36) ?pi 



a, 6, c el fli, &M <?i etant des fonctions de 9 et de v r assujettiesa 
la condition de verifier les relations (29). 

695. On pourrait determiner les fonctions R et R, par la con- 
dition que nous venous d'noncer ; mais il vaut mieux remarquer 
que la courbure totale de la surface, calculee avec la forme pri- 
mitive (28) de r<U6mcnl lineaire, a pour expression 



(3;) "~ A"~ (ppi) 

On peut aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35) 
Je relenunt lineaire, et Ton trouve alors, en appliquant par 
exemple la formulc (8) [11, p. 385], 



Si I'on cgale los deux expressions de A, on aura liquation fonc- 
lionncllc 

qui suffira, nous aliens le reconnaitre, a la determination des 
fonctions II et II 4 ; mais, an lieu de resoudre la question ainsi 
posce, nous la g6neraliserons un peu et nous rechercherons si 
la valeur dc la courbure peut 6tre une fonction quelconque du 
produit pp<. Nous scrons ainsi conduits a Tequation 



qui comprend la pr<Sc(5dcntc comme cas particulier. Pour la re- 
soudre, nous allons la 4iffercntier totalement en supposant que le 
produit pp t demeure constant, c'est-a-dire que Ton a 

dp ^?PI T 

"p Pi 

On irouvc ainsi, en differentiant liquation (4o) et en rem- 
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plagant rfp, d$ { par p et - p, respectivement. 

( 6(R RiXp-Hpi)H-*R'(2p-l-pi)(p pi) 



Prenons la derivee deux fois par rapport a p et deux fois par 
rapport a p< ; nous trouverons 



Par suite les deux rnembres de cette egalit6 doivent avoir une 
meme valeur constante, et, si nous remarquons que le premier 
est la derivee quatrieme de pR, nous vovons que Ton doit avoir 



/designantun polvnome du quatrieme degrc a coefficients con- 
stants. L'equation de condition (4i), ou Ton fait p = p,, montre 
imm^diatenient que Ton aura dc meme 



et elie est d'ailleurs v^rifiee, on s'en assure aisement, sans qu'il 
soitnecessaire d'iniposeraucune condition aux coefficients dc/(p). 

696. Soit, en consequence, 

/(p) = /H-/?ip--h /i 



En portant les valcurs de R et de R< dans 1'exprcssion de la 
courbure, on trouvera 



II suffira done, pour avoir la solution de la question proposee, 
de faire 



c'est-a-dire de prendre pour/(p) unpolynome du troisiemc degre 
seuiement. Mais alors Telement lindaire prendra la forme 

,,,, (P _ P 



qui convient aux surfaces du second degre (n 504). De plus, 
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Tequation differentielle 



-_ 

/A?) 

qui, d'apres les formules (34), definitles deux families de courbes 
9 = const., p' = const., 

est precisement celle des lignes asymptotiques, c'est-a-dire des 
generatrices rectilignes de la surface. Ainsi : 

Toutes les fois que deux surfaces reglees sont applicables 
Vune sur Vautre sans que leurs generatrices coincident, elles 
sont applicables sur une meme surface du second degre de telle 
manure que leurs generatrices rectilignes correspondent res- 
pectivement aux deux systemes de generatrices rectilignes de 
cette surface. 

On peut, il est vrai, adresser une objection a 1'analyse pr^ce- 
dente. En prcnant A el B pour variables independantes, nous 
avons exclu le cas ou Tune de ces fonctions se r^duirait a une 
constante. Mais 1'examen de ce cas special n'offre aucune diffi- 
culte et n'infirme en rien la proposition prec^dente. Si A, par 
exeinple, se rdduit a une constante, la forme (3i) de l^lement li- 
n^aire est cclle qui convient aux surfaces de revolution. Les deux 
surfaces r<$gl<5cs qui sont applicables Tune sur Pautre auront done 
leur element lin^aire defini par Tune des formules (27). Nous 
laissons au lee Leur le soin d'examiner en detail ce cas particulier 
qui le conduirasculementaux surfaces applicables sur les surfaces 



de revolution du second degrc. 



697. Nous donnerons plus loin une demonstration nouvelle et 
plus simple dc la proposition que nous venons d'etablir et qui est 
due a M, 0. Bonnet (<). Si nous avons rapporte la precedente, 
c'est qu'ellc conduit a un r<5sultat qui nous parait meriter d'etre 
signale. Nous avons vu que, si Ton prend pour R et R< les valeurs 



(*) On en trouvcra deux demonstrations diff^rentes dans le Memoire sur les 
surfaces applicables de M. 0. Bonnet (Journal de l'cole Polytechnique, 
XLII 8 Calrier, p. 44 et suiv.; 1867). 
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les plus g&n&rales 

R /(P) p /(Pi) 

(45) R = -y-' Rl= - P r' 

/(p) etant le polynome ddfmi par liquation (4a), la courbure est 
ane fonction de pp 4 donnde par liquation (43). Si Ton prend les 
valeurs de w, 9, w ; , ^ denies par les Equations (34), I'clement 
lin^aire de la surface pourra etre ramene a 1'uoe des formes 

OU /I?" 2 = pPi. 

* ^ 

D'apres 1'expressioa meme de la courbure el la formule (43), la 
fonction g-, exprimee en a et ^, devra salisfaire a Pdqualion 



et de mfime, consideree comme dependanle de u r ol de c/, elle sa- 
tisfera a 1'equation 

(47) ~ =s ~ q ' 



L'equalion (46), parexemple, s'integre ais6mcnt cl nous donne 

gi> = V cos w / ^ + YI sin u / y + V 2 , 
V, V u V 2 etant des fonctions de ^ assujetlies a verifier la relation 



On peut evidemment, en reniplacant v par une fonclion de p, 
supprimer cette derni^re condition, de sorte quc Ton est conduit 
a consid^rer des surfaces dont Pelcment lineairc est cxprime par 
la formule generate 



(48) d$* = du*+- (V cos aw -+ V x sitiaa +- V 2 ) afo^ 



ou a d<^signe une constante quelconque et V, V< , Vs des fonctions 
arbitrages de 9. 

Cette forme de 1'el^mentlineaire, que nous rencontrons pour la 
premiere fois, comprend ccxnime cas particulier celle qui con- 
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vient aux surfaces re"glees. 11 suffit, pour le reconnaitre, de deve- 
lopper suivant les puissances de u et de faire tendre a vers zero, 
en supposanl que les trois premiers coefficients (de w, H, et u-) 
demeurenl des fonctions finies et determinees de 9. 
Si Ton a, entre les fonctions V, la relation 



on retrouve 1'elemcnt lineaire d'une surface a courbure constante; 
car on peut exprimer 1'element lineaire comme il suit 



ds* 



= du* -}- ( V 3 cos -h 4 sin ) dv, 
\ 2 a / ' 



V 3 et V', dcsignant des fonctions de ^. Ainsi, de m^me que les 
surfaces re'gle'cs peuvent se require aux surfaces developpables, 
dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont 1' element li- 
ne"aire est defini par la formule (48) comprennent comme cas par- 
ticulicr celles donl la courbure totale est constante. 

L'analog'ic se complete encore par la proposition qne nous ren- 
controns ici : parmi ces surfaces nouvelles, il y en a une qui admet 
on quelque sortc un doable mode de generation, c T est-a-dire dont 
I'ei6ment lineaire est reductible dc deux manieres difFerentes a la 
forme (48). C'est celle dont 1'^lement line'aire, exprim6 en fonc- 
tion des variables p et p i9 est defini par Tequation (44) ou Ton 
supposcra que /(p) designe maintenantun polynome duquatrieme 



11 y aura! I sans doute inter^t a trouver, en termes finis, les 
equations d'unc ou de plusieurs surfaces admettant 1'element li- 
neaire (4&)j ^^is nous aurons & revenir sur cette question, pour 
la considc'rcr a un tout autre point de vue, dans Fetude de la 
g(5onri6trie non cucliclicnne. 



D.-IIJ. 



LIVRE VII. CHAPITRE III. 



CHAP1TRE III. 

LES FORMULES BE GAUSS. 

Etude du commencement du Memoire de Gauss. Introduction dcs determi- 
nants D, D', D". Expression de DD" D' a en fonction des coefficients qui 
entrentdans I'ele'uient lineaire et de Jeurs derivees. Relations diflerentielles 
entre D, D', D" et les coefficients de I'dlemenl lineaire. Rapprochement 
avec les formulcs de M. Codazzi. Equations diflerentielles dcs lignes asym- 
ptotiques, des lignes de courbure, equation aux rayons de courlnirc principaux 
ecrites au moyen des quantites D, D', D", - Equations aux derivees parlielles 
du second ordre auxquelles satisfont les coordonnecs rectangulaircs d'un point 
de la surface, lorsqu'on connait D, D', D". Equation aux derivees parlielles 
qui determine les surfaces admcttant un element liueairc donnu. Les carac- 
teristiques de cette Equation sont les lignes asymplotiqucs clc la surface. 



698. Apres avoir indique les mtjlhodes qui pcrmeitenl. de re- 
connailre si deux surfaces donnces sont applicables 1'unc sur 
Pautre, nous allons dtudier une question non moins importanlc, 
et nous nous proposerons de determiner Unites les surfaces ayant 
un element lineaire donn ou applicables sur une surface donn^e. 
Cette question, mise au concours en iSSg par 1 'Academic des 
Sciences, a et^ 1'objet de nombreux et imporlants travaux que 
nous avons d^ja cites (<). II est curieux toutefois dc remarquer 
qu'une ^tude attentive du Memoire de Gauss dcvait conduire 
presque imm^diatement et sans effort a liquation aux derives 
partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface 
donn^e. Nous allons dtudier avec les details nccessaires la belle 



(') Boun(E.) 7 The'orie de la deformation des surfaces (Journal de t'ficole 
PolytQchnique, XXXIX 6 Cahier, 1862). 

BONNET (0.), Memoire sur la the'orie des surfaces applicable,* sur une sur- 
face donnee (Journal de l'cele Poly technique, XLI" et XLU Cahier, i865). 

GODAZZI (D.), Memoire relatif a I 3 application des surfaces les unes sur les 
autres, envoye au Cojicours ouvert sur cette question, en 1859, par r Academic 
des Sciences, deja cite et analyse [II, p. 369], 
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m^thode de Gauss; il nous suffira d'ajouter quelques relations 
nouvelles pour obtenir tin ensemble tout a fait equivalent aux for- 
mules de M. Codazzi. 

Considerons la surface dont l'leinent lineaire est defini par la 
relation 

/ Q ds* = E du*+- aF du dv -h G dv-. 

A Texeinple de Lame, -designons par le signe S une somme 
ctenduc a trois tcrines jouant le m^me r61e par rapport aux trois 
axes coordonntfs. Si x, y, z sont les coordonnees rectangulaires 
du point (M, r) de la surface, nous aurons 

(a) 

et ces trois equations definissent completement les relations qui 
existent cntrc Jcs coordonn^es rectangulaires et les coordonnees 
cnrviligncs d'un point quelconque de la surface. 

Introduisons les cosinus directeurs de la normale en ce point. 
Si Ton pose, pour abreger, 



on aura r en dcsignant par c, c ; , cf 1 ces cosinus, 



ct 

dr 



Sdr 
C 5r ( =0 ' 

Eu diflcfonlianl gucccssivcmcnt ces deux dernieres relations, on 



irouve 



C d, dr Q V , ^ ^ = _. 

S5S5r""O t 5T Od.d 



**=- Co - 
>p* O ^ 3 

Reu.plaons dans les seconds membres c, c', c" par leurs valeurs 
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tirees des formules (4) et posons, pourabreger, 



d*x d*-y d*z 




d*x d*y d*z 




d*x d\y d*i 


'du* du* du* 


du dv du Ov du Or 


dv* dv* ^ 


dx dy dz 


, D' = 


dx dy dz^ 
du du du 


** 


OK (Jit ^ 


dx dy dz 
"dv dv dv 




dx dy dz 
dv dv Or 




O.r dy dz 
Ov dv dp 



Nous pourrons ^crire 






D 



dc dx 



dc d.v 
51? ii ; 

D' 

if* 



D" 
"JJ"' 



Ces relations vont nous permellre dc deLcnnim^r Ks derivees 
premieres de c, d ', c" en fonction dcs derivees premieres dc^ 1 ,/, 
5 et de D, D r , D /; . 

Remarquons d'abord qu'en tenant compto de Pidenlitrf 



dc ,dc' ,,dc" 

C- h C h C ~ 

du du du 



on pent poser 



dc 

du 

dc' 


C^M 

()c" 



dx dr 
- i- n - , 
du dv 

dv dy 
i ~ h n -f- 7 



dz 



7?i et ;i elant deux coefficients a determiner. On pourra de meme, 
en introduisant deux inconnues nouvcllcs, ecrire 



dc _ f dx f dx 



(9) 



c?c /; 

_ 
dv 



, dz 

' - r 

du 



, dz 

- 
dv 



Si Ton substitue ces valeurs des derivees de 6' 3 c 1 , c 1 ' dans les 
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equations (7), on irouve les relations 
D D' 

--T -H7?lE -4-rtF =0, ~ +77lF -h TlG = 0, 



D , 
/ j- ( - -f- w'E 4- w'F = o, ~ + 7?i'F -H n' G == o, 

qui feront connailrc m, /i, j?i', n r . On obtient ainsi les valeurs 



- FD '~ GD _ FD ED ' 



7/i I"TI ^ ^ ~~ 



H3- 
cntrc lesqucllcs existent les relations 

m'E -f- (;i' /?i)F /iG = o, 



H* 



dont nous aurons a fairc usage. L'expression DD V D' 2 joue un 
role tres important. Gauss a montr^ qu'on pent Texprimer excln- 
sivement au moyen des dcrivees de E, F, G. II suffit pour cela de 
s'appnyer sur les iclentites suivantes. 

699. En differentiant les equations (a), on a evidernment 



du du* z du O du du dv 2 dv 

Differcntions par rapport a u la seconde des formules (2) et 
relranchons-cn la d<5rivc5e de la premiere par rapport a r; nous 
trouverons ainsi 



On demontrera par un precede analogue la relation 



= l 
cH>2 - ^ 2 ow* 



Enfin, si Ton difference liquation (i5) par rapport a 9 et que 
Ton en retranche la d<5riv<e par rapport a u de la troisifeme equa- 
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tion (i/f), on obtiendra 
C7) S 



1 d*E _ i 

2 dV 1 2 



nons poserons, pour abreger, 
(18) L = 



La multiplication des determinants D, D" nous donncra 

/^< f) 2 X d" 2* P( J.2? d-& C\ d,T 0~,V 

V _ _ V l._ . - - W . - 

O du* <Jv' A O vu dv" k? ^^ ^^ i:: 

i 

i n d~x dff C\ /^,a?\ 2 i^i <:X^ (),? 

))//._ I W V / _. . j V _ 

IJ du* du \J\du / kj <)u Ov 

O du? dv \3 du Ov O \ iH 5 / 
ou, en tenant compte des formulcs (*), (i/f), (i5), 
ri d^x fix c?F i dG [ 0(\ 

(19) DD"- i^ E F 



Par un calcul analogue, on trouvera 



(20) 



D' 2 ^ 



E 



P 







et, par consequent, si Ton rernarquc quc, dans les cleux d<Slcrmi- 

t i i O $*& d' 1 O / d*& \ 2 i < i 

nants, les deux termes \-r- TT ct S -r *r onLlo nicme multi- 
7 U^w 2 c?^ 2 k?\^w^v 

plicateur, et si Ton tient compte des formulcs (17), (18), on 
obtiendra la formule definitive 



d i OG i ()G 

, __ _^ n _ ^ __^ 

dv 2 c*w a c/p 



E 



F 
G 



i cHS i 



\ du 
F 
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Ainsi se trouve etabli le resultat important que nous avions 
annonc<; le second membre ne contient absolument qae les 
coefficients qui figurent dans 1'element lineaire et leurs derivees. 

700. Les relations precedentes constituent tout ce que Ton 
doit a Gauss dans cette partie de la thorie. Celles que nous allons 
aj outer et qui s'en deduisent immediatement tiennent lieu des 
forrmiles de M. Codazzi. 

Differcntions la premiere des equations (8) par rapport a p, la 
premiere des equations (9) par rapport a u et 6galons les deux 

0^ c 
valours dc ^-^ que Ton obtient de cette tnaniere. Nous aurons 



( m n ) - ; r n m' - 

Oil 09 09* Oil' 1 



I ^ nl dm 1 \ dx f dn dn'\ _ 
Ou \ 09 du ) ~09\d9~~~0u) 

Cette equation est encore verifiee quand on y remplace x par y 
et par 5. Ajoulonsles trois equations ainsi obtenues apr&s les avoir 

multipli^cs respeclivcmenl d'abordpar -p? -, ~ 5 ensuitepar , 
-, : nous aurons, en tenant compte des formules (2), (i4)i 

09 09 r \/'\^/7 

(ID) et(iG), 

;/? - n' dE / OF i OG\ m' dE 



- . ,4 ^ ~ 

2 Ov " \ 09 2 du ) 2 du 



dm dm'\ , /d/i d/i'\ 

""" ~ 



m n' OG n OG __ , /6F _ i ^E 

2 Ou '2 09 \ Ou 2 09 



Si Ton rupproche ces deux formules des equations (12) et (i3) 
et si I'on remarque que DD" D /2 depend seulement des coeffi- 
cients dc l'6l<5ment lin^aire et de leurs derivees, on aura constitu^ 
un sjstcmc do quatre equations qui serviront a determiner les 
inconnues m, /?, m r , n! quand Foment lin^aire sera seul connu. 

Ce systcme pent etre reinplac^ par le suivant. Substituons aux 
quantites m, /?, m ; , n 1 leurs expressions en fonction de D, D', D v 
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donnees par les formulas (i i). Aprs un calcul facile, qui 
memetrebeaucoup abrdge si Ton Lient compte des relations (10) 
on obtient, a la place des deux equations (a3), les suivantes : 



_ _ j;_ p ^G 

~dv ] \2 dv """ dv dv 2 du 



i vfdD' 
H \te 

' F/ i-i0JGi ~, c/r ^ (/rj 

/ 2 /, < .+.)'( F -haF 3 G-- 

v * ' i \ dv du da. 



-E^ 



4- IF ~ ) = o, 

'JL Oil / 



dv du ) \ 2 c?w ^^ 2 Ov 



+ D( / iG^- ( -E^-F^-lF^V-o. 

\ 2 O^/ Oil 0(1 O, (Ji 3 / 

Ges deux equations aux d^rivees partielles, join les a la rela- 
tion (21), serviront a la determination de D, D', D" quand on 
connaitra les coefficients E, F, G de Telement lineaire. 

Si nous nous reportons au n 503 [IF, p. 878], nous recon- 
naitrons aisement que le systeme precedent, forme par les equa- 
tions (21), (24) et (a5), est tout a fait roquivaleni des formules 
donnees par M. Godazzi. 11 resulte, en effet, des formules (44) 
[II, p. 879] que les rotations du triedre (T) peuvent s'exprimer 
lineairement en fonction des trois determinants D, D', D". Une 
transformation tres simple rattache done le systeme precedent 
a celui que nous avons developpe dans les premiers Ghapitres du 
Livre V. 

701 . La remarque precedente permet de prevoir que Ton pourra 
obtenir tons les elements relatifs ^ la courbure en introduisant 
seulement les quantit&s D, D ; , D v . Cherchons d'abord les lignes 
asymptotiques. L'identit<^ 



do dx -h de 9 dy 4- dc" dz = cd*x c' d*y c"d*z 
nous donnera, a Taide des formules (8) et (9), 
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et, par consequent, liquation cherchee sera 
(27 ) D dti* -H a D' du dv -+- D ff dv* = o. 

Considerons maintenant les lignes de courbure et employons 
les equations d'Olinde Rodrigues 

dx -; - R dc . o, J/ -H R do' = o, ^ 4- R dtf' = o. 



Si on les ajoulc, apres les avoir multipliees successivement par 
dy dz dx dy dz i i 

* iu *i el P ar s?' *T' 5? 1 on obtient le s y sterae sumnt : 






L'eliminalion de -r- nous conduit a 1'equation aux rayons de 
courbure principanx, 
(29 ) (DD D'2) R* - RII (GD - aFD'-h ED ff j ^ H* = o. 



Gctte equation, contient le theor6me de Gauss; car on en de- 
duil ? pour la courbure totale, 1'expression 



RK' ~ H* ? 

qui ne depend, nous I'avons vu, que de Telcment lindaire. 

Si Ton elimine R cntre les equations (28), on obtiendra liqua- 
tion diflerentielle des lignes de courbure sous la forme 

(3 1) (FD ED') rfw'H (GD BD") du dv -4- ( GD'~ FD") do* = o. 

Enfin la representation spherique de la surface sera donn^e 
par la formule 



(3a) =(D rfK ,-D'^.-g(D^ + D' 

+ ~(D'^- 

702. II nous reste maintenant i indiquer comment on resoudra 
la question suivante : fitant donndes les valeurs de D, D', D ;/ en 
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fonction de u et de r, determiner la surface, c'est-a~dire trouver 
les valeurs de #,jr, z. La solution se prsente ici sous une forme 
moins simple et moins symetrique qne lorsqu'on emploie les for- 
mules de M. Codazzi. Cependant, on trouve encore dans le Me- 
moire de Gauss un systeme de formules qui peut conduire au 
resultat que nous avons en vue. 

II est aise de reconnaitre que les equations deja obtenues per- 
mettent, lorsqu'on connait D ? D', D /; , d'exprimer les derives 
secondes de x, y, s en fonction des derivees premieres. Si Ton 
reprend, en effet, Fexpression de c, on aura evidemrnent 



- 

0u 09 dv du] 

^v^/^vi 

OuJ \du/ Jdc/ ' \dv \d dv On, 



c'est-a-dire 

(33) c 2 ^--i Aa?, 

\x designant ['invariant du premier ordre dc x. En portant cetle 
valeur de c dans les deux premieres equations des systemes (8) 
et (9), on aura deux equations qui contiendront les derive'es se- 
condes de x. On les adjoindra a la relation (22) pour tirer de ces 
trois Equations les trois derivees secondes de#. Au reste, on peut 
obtenir le me*me resultat d'une maniere plus elegante. 

Remarquons, en effet, qu'on peut toujours trouver trois quan- 
tites A, B, G permettant d'ecrire les relations 



(34) 

u u 

dz 



~ 

car ces equations, considerees comme devant determiner A, B, C, 
ont leur determinant different de zero. 

Si on les ajoute, apresles avoir multipliees respectivement par 
c, c', c", puis par g, g, g, eafin par g, %, g, oaobtiendra 



LES FORMULES DE GAUSS. 234 

les relations 

A ~S' 

1*?=BE + CF, 

d i dE _ 

^7~~2 d? -uv +(_>(*, 

d'ou Ton pourra tirer les valeurs de A, B, C. En les portant dans 
la premiere des equations (34), on aura 



~ - ? 

c>(^ 2 du dv 



Par des calculs analogues, on obtiendra deux autres equations 
qui permettront de constituer le systeme suivant : 



(36) 



du J \ du 



Si Ton remplace c par sa valeur tire'e de liquation (33), les 
formules precedentes ne contiendront plus qne les derivees de x. 
On obtiendrait des relations analogues en remplacant x et c par 
y et c ! ou par 3-et c". 

703. Nous ne nous arreterons pas a la discussion complete du 
systeme pr^c^dent, qui est cntierement du a Gauss. II serait aise 
de prouver que les Equations (36) admettent une integrale conte- 
nant trois constantes arbitraires; mais nous rep^terions, sous une 
forme diffe"rente, une discussion d^ja faite au Livre T. Nous re- 
marquerons, seulement, que le systeme precedent aurait pu con- 
duire immediatement a 1'^qnation du second ordre qui definit les 
surfaces admettant Tel^ment lineaire donn^. 

Nous pouvons, en effet, deduire des formules (36) les valeurs 
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de D, D', D" et calculer DD" D' 2 , ce qui donne 
(DD" 



du dv a dp \ du dp ] a dw \ dp dw 

x [n2 f~ - WG F ^ I ^E F^ 

I dv- I dp 2 du J \ du dp / 2 dp \ dp du 

En remplacant c 2 par sa valeur i A#, tiree de 1' equation (33), 
et DD" D' 2 par son expression deduite de la formule (ai), on 
aura une Equation ne contenant plus que les derivees de x et les 
coefficients de Telement lineaire. C'est ^equation aux derivees 
partielles du second ordre dont V integration donnerait La 
solution complete du probleme propose. Nous Pobtiendrons par 
biend'autres methodes plus precises. Mentionnons, des a present, 
tine propriete qui ressort assez simplement des raisonnements 
precedents. 

Si Ton appelle selon 1'usage r, ^, t les derivees secondes de #, 
1'equation differ entielle des caracteristiques de Tequation prece- 
dente, ecrite sous la forme <3>(r, 5, t) = o, sera 

dv^ du dv H -- du* = o. 

dr ds dt 

Les formules (36) nous montrent imm<diatement que cette 
equation peut s'e"crire 

( 38 ) D du^-r- 2D' du dv 4- D" dv* = o. 

Done les caracteristiques de U equation aux derivees par- 
tielles (37) sont les lignes asymptotiq ues de la surface. 
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CHAPITRE IV. 



AQUATION AUX D^RIVtES PARTIELLES DBS SURFACES APPLICABLES 
SUR UNE SURFACE 



Methode clirecle permcttant d'obtenir imme'diatement liquation aux derivees 
partielles dont depend la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnee. Remarque dc Hour sur une integrate premiere de cette Equation 
Autres melhodes conduisant a la mme equation. Emploi des parametres 
diffe*rentiels de M. Beltrarni. Developpement de liquation lorsqu'on choisit 
diffe>ents systemes de coordonne'es. Coordonne*es syme"triques. Courbes pa- 
ralleles et leurs trajectoires orthogonales. Gas oil la surface est de*finie par 
son Equation en coordonnecs rcclilignes 



704. Nous allons indiquer mainLenant differentes methodes qui 
permettent de former Fequalion aux derivees partielles des sur- 
faces applicables sur une surface donnee. Une des plus directes 
estcelle que nous avons donnc"e en 1872 dans notre Memoir e sur 
une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriques. 

Le probleme pos< pent s'enoncer comme il suit : E, F, G etant 
des fonctions donnees de u et de v, trouver toutes tes /auctions 
x,y, z de u et de 9 qui satis font identiquement a V equation 

(i) dx* -h dy* -h dz* = E da* -+- aF du dv - 

oil du et dv peuvent etre pris arbitrairement. 
ficrivons Fegalite prec^dente sous la forme 

aF du dv 



Le premier membre represenLe le carre de Telement lineaire du 
plan et, par consequent, la surface dont 1'element lineaire a pour 
carre 

E du*~- ft F du dv -h G dv* ( ~ du H- dv \ 

\du Ov ] 

devra avoir sa courbure nulle. En ^crivant cette condition, on 
obtiendra une Equation aux derivees partielles pour z. Nous allons 
former cette Equation, et nous verrons qu'elle est du second ordre. 
Designons, pour abr^ger, par /?, y, r, 5, t les derivees pre- 
mi^res et secondes de z par rapport a u et a v, et, pour exprimer 
que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du 
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Chapi ire precedent, ounousremplacerons E, F, G respectivement 
par E p 2 , Fpq, G g*. Nous aurons liquation 

__ ^?__I 

du 'P du 



dF dG 

2 - -- - -- ipt 

tV du ^ 



- -- iqt 

Ov 2 



ipr 
E />* 
Y-pq 



dv 
F -/>? 
Gq* 



o 



dE 



dv 



dG 

2 qs 

du * 



= dv ~ l ' 
dG 

-T 2<7S 

du * 



Par quelques additions de colonnes, on donnera a cette equa- 
tion la forme plus elegante 



I 27' 


P 


q 




i 


25 


^ 


? 


2^ 4L-:-4^ 


^F dG 
dv 'du 


dG 
dv 




2J? 


4- 


dE 


dG 
du 


p g 


E 


F 


= 


P 


dE 


E 


F 


^F <?E 

du dv 


F 


G 




9 


dG 
4tt 


F 


G 



ou L est la quantit definie par 1'equation (18) du Chapitre pre- 
cedent. Le developpement des deux determinants n'ofFre ancune 
difficult^ et nous conduit a liquation cherchee 



(4; 



+(-/* 

^ [F - j 



[-*()] 

^5 ^ ?*L ^L d ^ ^F ^Fl 
da dv dv du * dv dv *'dudu^~*du ~dv\ 
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II nous reste maintenant a examiner si toute solution de cette 
equation fournira une solution du probleme, c'est-a-dire fera con- 
naitre une surface admettant l^lement lineaire donne. 

II semble au premier abord que la reponse doive tre absolument 
affirmative. Nous avons exprime, en effet, que la surface dontTele- 
nient lineaire a pour expression 

(5) cfo*= E<u' + *Fdudv-t-Gdv* dz* 

a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on peut 
ramener IMlemenl lineaire a la forme 



et, par consequent, conslituer une solution du probleme propose. 
Mais la methode suivie au n 684 suppose essentiellement que 
Felement hn^aire (5) n'est pas un carre parfait; et, d'autre part, 
il est aise de reconnaitre que 1'invariant de Gauss s'annule quand 
cet element lineaire devient un camS parfait, c'est-a-dire lors- 

qu'on a 

^E-^XG-y^-tF-^J^o. 

Nous pouvons done <noncer la proposition suivante : 

Inequation differentielle du second ordre (3) admet toutes 
les integrates de V equation du premier ordre 

(6) As=-=i, 

dont depend le probleme des lignes geodesiques. Mais toute 
integrale de I 3 equation (3) qui ne satisfait pas a V equation 
pr&ctdente donne une solution du probl&me, dest-a-dire une 
surface admettant V element lineaire donne. 

Bour avait deja remarqu (^), sans donner la raison de ce fait, 
que les solutions de Pequation (6) appartiennent a Tequation (3). 
D'aulre part, M. Weingarten, qui, dans un travail tr&s recent ( 2 ), 
a repris la in^thode precedente, a remarqu6 qu'alors m6me que E, 
F, G et z seraient r^els, la surface correspondante peut bien 



f 1 ) Journal de I'J&cole Poly technique > XXXIX s Cahier, p. i5. 
( J ) WEINGARTBN (J.) Ueber die Theorie der aufeinander abwickelbaren 
Oberflachen. Berlin; 188^. 
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imaginaire. En effet, la solution z peut tre telle que le second 
membre de la formula (5) soit decomposable en deux facteurs 
lin<aires reels. Alors, si Ton ne vent employer que des fonctions 
reelles, il sera reductible seulement a la forme 

dx* - dy*. 

Mais cette reniarque n'a evidemment d'interet que si Ton se 
preoccupe de la distinction entre les quantites reelles et imagi- 
naires, distinction qui est secondaire dans une telle question. 

Dans le travail deja cite, j'ai remarqu que la mme methode 
permettrait de former Fequation dont depend la distance du point 
de la surface a un point fixe de Fespace. En effet, si Ton emploie 
des coordonnees polaires, Fequation a resoudre sera 



dr 2 + r 2 sin 2 6 d^ -4- r 2 d& = E *fo a -t- aF du dv - 

ou encore 

_ * = sin29 rfflj 

a T 



En exprimant que le premier membre est le carre de Tel^ment 
lineaire d'une surface de courbure totale 6gale a i, on obtiendra 
une equation du second ordre a laquelle satisfera r. Nous la for- 
merons plus loin. 

705. Nous allons maintenant faire connaitre d'autres methodes 
qui conduiraient %alement a liquation (4). Imaginons, par 
exemple, que Tonrapporte la surface a un tri&dre (T) et reprenons 
le systeme de formules employ6 au Livre V (Tableau I, p. 382). 

Si nous d^signons par #, y, js les coordonnees par rapport au 
triedre (T) d'un point fixe A de Fespace, les projections du de- 
placement de ce point donn^es par les formules (B) devront tre 
toutesnulles. On aura done 



(7) 



dx 



~ p * "^d^" ' (8) 

ds 
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On sail que , TI, i? r H , / et r { dependent exclusivement de 
r<5lement lineaire, tandis que />, q, p { , q } varient lorsque la sur- 
face se deforme d'une maniere quelconque. Posons 



p designera la moitie du carre de la distance du point fixe A an 
point conside're M de la surface. Nous allons former I' equation aux 
derivees partielles a laquelle satisfait p. Pour cela nous ajouterons 
les Equations de chacun des groupes (7) et (8) apres les avoirmul- 
tiplieesrespectivement par x^y, z, ce qui donnera les deux equa- 
tions 

Au moyen des ibrmules (9) et (10) nous pourrons exprimer x, 
y, z en fonction des derivees de p et des coefficients de Telement 
lineaire. Si maintenanl nous (irons des equations (7) et (8) les va- 
leurs de /?, </, p\, g\, nous aurons 

/ dy dy 

i n ?; T* 3C - ! -J * M. T ^ ? . fv* ! - '' . 

\ ^ ~~ du 

^ i a. 



cesvaleurs, substitutes dans la formule 
dr dr\ 



nous donneront la relation 

[ ( dt i ^V 2 --- 

\\~dv ~du/~ ' 



II suffira de remplacer x,y, z par leurs valeurs tiroes des equa- 
tions (9) et (10); on obtiendra ainsi une Equation qui contiendra 
seulement p et ses derive'es des deux p'remiers ordres combin^es 
avec ?, v), , 7i f , /*, t\ et leurs derivees, quantit^s qui, comme nous 
Pavons deja remarque, dependent exclusiveraent des coefficients 
de Element lindaire donn^. Si Ton introduit successivement les 
hypotheses qui correspondent aux diff^rents syst&mes de formules 
D. JII. 17 
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que nous avons developpees au Livre V [II, p. 384, 385, SSy], on 
aura, dans chaquc cas, Fequation aux derivees partielles dont de"- 
pend la variable p. 

706. On peut employer une methode analogue pour former 
Fequation a laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordon- 
nees rectangulaires du point de la surface cherchee rapportee a 
des axes fixes. 

Si a, b, c; #', &', ... designent les cosinus directeurs qui de"- 
terminent la position du triedre(T) invariablement lie a la surface, 
et si x, y, s sont maintenant les coordonnees du point de la sur- 
face, c'est-a-dire du sommet du triedre, par rapport a des axes 
fixes, on a, comme Ton sait (n 803), 



de sorte que a, b peuvent s'exprimer en fonction des derive*es de x* 
ficrivons les equations 



da 



, \sfj UVl * 

du * > 

Nous en de*duisons 

' - *^ - - db 

(16) 

i uci> T da 

I cct ' - br 1 ~ ~^~ y Ctf'i ~~^* v/*i ~~ """ > 

et si nous portons ces expressions de /?, q, p^ q< dans liquation 
il viendra 



11 suffit de remplacer a et 6 par leurs valeurs tiroes des relations (i3) 
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pour obieiiir 1'equatioa du second ordre a laquelle satisfait #, et 
Ton voit de plus que toute integrale de liquation (18), pour la- 

quelle on n'aura pas 

c 2 = i a 2 6 2 = o, 

permettra de determiner a, &,/?, #,/><, q\ et par consequent don- 
nera une solution bien determinee du probleme propose. 

707. Enfmj'indiquerai une derniere me"lhode fondee sur la con- 
sideration des parametres diflerentiels. 

Conservons les notations du n 679; nous avons vu que, si 
Ton pose 



les premiers invariants de p ont les expressions suivantes 






II resulte d'ailleurs de la definition de P, Q, Q' que Ton a 
(20) .2p = P 2 H-Q 2 -hQ' 2 . 

Ces diverses equations vont nous permettre d'etablir une rela- 
tion entre REV et les invariants differ en tiels de p. On en deduit, 
en effet, 

A(p, P)[Ajp a] = PAP P 

ou, en tenant compte de 1'cquation (20), 



Si Ton remplace P par sa valeur tir6e de la premiere equation (19), 
ce qui donne 



A(p, y/^p Ap)[A 2 p a] = y/2p Ap Ai( 

et si Ton developpe les calculs, on est conduit a la relation cher- 
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chee 

(21) 4Ap(A 2 p i)-AAp 2A 2 pA(p, Ap)-i-4Ap 

li suffira main tenant deremplacer RR/par sa valeur en fonction 
des coefficients de 1'element lineaire pour obtenir 1'equation du 
second ordre a laquelle satisfait p. 

Nous rencontrons ici un fait curieux et qui avait ete deja 
annonce". Lorsqu'on fait des applications de Tequation (21), lors- 
qu'on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu'elle con- 
tient toujours en facteur Ap. En d'autres termes, le quotient 

A Ap a A 2 

' 



est toujours entier. C'est uue fonction homogene et du second 
degre par rapport aux d^rivees premieres et second es de p. Pour 
avoir Pequation aux derivees partielles debarrass^e de tout facteur 
otranger, il faut done introduire ce nouvel invariant, et elle prend 
alors la forme simple 



II est aise maintenant d'en d^duire liquation a laquelle satis- 
fait une fonction lineaire quelconque des coordonn^es :r, y, z. 
En efFetj Fequation precedente admet la solution 



- 



et cela, quelles que soient les constantes #, 6, c. Si nous prenons 
les ternies de degre superieur en a, 6, c, qui sontdu second degre, 
leur ensemble sera done egal a zero. Posons, pour abreger, 



nous aurons ainsi 

a 2 -h 6 2 4- c 2 ACc) 
(T)+ - RI? -- - 

Telle est liquation a laquelle satisfera cp. 
Si Ton fait 

b = c= o, a = i, 
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o deviendra egal a x, et il restera Inequation 



Mais, si Ton suppose que cp soit unc de ces fonctions pour les- 
quelles on a 



si, par exemple, on prend 

cp = x -4- iy, 
il viendra liquation 

/ X ACD 

(*G) ff (?) prg7 = o, 

qui est homogene el plus simple que la precedente.' Nous allons 
main ten ant developper ces equations en employanl diCTerenls 
systemes de coordonnics. 

708. Dans le ens dcs coordonn6es sym^triques, on a 



Tequation (4) devicnt ici 

. , / 
(27) ( / 
\ 



p- r- -r j- - 
On ) \ 2 dv J ^ ^^' dudv 

Elle coincide, aux notations pres, avec celle qui a etc donnee 
par Bour ( { ). 

Si Ton garde sculement, dans I'equaLion precedente, les termes 
du second degre, on obtiont la suivante 

(28) 
v ; 



OIL 



qui n'est an ire que Tequation (26), 6crile en coordonnees syme- 
triques, et qui a ete donn6c par M. Bonnet ( 2 ). 

Si Ton suppose que Tune des families coordonnees soit formee 
de geodesiqnes, il faudra prendre 



(') Journal de I'ticole Poly technique, XXXIX* Gahier, p. i5. 
( a ) Journal de I'jZcole Poly technique, XLII Cahier, p 3. 
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ctTequalJon (4) nous donnera 



Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indique- 
rons encore la forme que prend Tequation au cas ou Ton veut 
trouver les surfaces applicables sur une surface qni est simple- 
ment definie par son equation en coordonnees reclangulaires, 



En designant par les le tires JP, y, . . . les de'rivees de 5, on aura 



c 



et 1'eq nation cherchee sera 

( (*> rO(P-+-Q a DH-(S 2 
(3o) < 

( -4-(rT-f 

les lettres majuscules designant les de'rivees de la fonction in- 
connue Z. L'equation admetla solution 

Z = ^; 

ce qui elait evident a priori. 
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CH4PITRE V. 

ETUDE DE L'EQTJATION AUX DEK.IVEES PAUTIELLES DONT DEPEND 
LE PROBLEME DE LA DEFORMATION. 

Notions preliminaires sur les equations du second ordre qui sont line"aires par 
rapport a /*, s, t, rt s*. Probleme dc Cauchy. Definition precise des ca- 
racteristiques. Theorie geome'trique de {'integration, reposant sur les pro- 
prietds des caracteristiques. Application a quclques exemples simples. 
Etude particulicre de 1'equation dont depend le probleme de la deformation. 

On peut enoncer ici le probleme de Cauchy sous la forme suivante : D^former 
la surface de telle maniere qu'une courbe tracee sur elle prenne une forme 
donnde ti 1'avance. Propriety remarquablc des asymptotiques. Problemes 
divers. Deformer unc surface de telle maniere qu'elle puisse s'inscrire dans 
une dtiveloppable donnee, suivant une courbe donne"e. Nouvellcs manieres de 
poser le probleme cle la deformation. Equations simultanees auxquelles 
doivent satisfaire les parametrcs des deux families d'asymptotiques. Demon- 
stration de cliverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces ganches. 

Equations simulianees auxquelles satisfont les coordonnees curvilignes, con- 
siddr^es comme tbnclions des parametreh des deux families d'asymptotiques. 

Application a un cas particulier. 



709. Nous avons d^ja indique que les caract<$ristiques de Pe- 
quation aux derive'es partielles dont depend le probleme de la 
deformation sont les Lignes asymptotiques de la surface cherch.ee. 
Avant de donner une demonstration nouvelle de ce re'sultat et 
d'en faire ressortir la signification et les consequences, nous en- 
trerons dans quelques considerations generates sur les courbes 
auxquelles on a donne le nom de caracteristiques. Cette ^tude 
preliminaire nous paratt d'autant plus necessaire que Monge 3 il 
faut bienle reconnaitre, n'a janaais donne une theoriesatisfaisante 
de ses m^thodes d'integration. 

Bornons-nous, pour plus de nettete\ a une Equation de Ja forme 

(0 



ou A, B, C, D, B' sont des fonctions quelconques de^, jr, ^,/?j g y 
et consid^rons x,y^ z comme les coordonndes d'un point de 1'es- 
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pace. Pour tronver toutes les solutions possibles de Pequation 
proposee, il est clair que Ton pent se contenter de chercher toutes 
les surfaces, satisfaisant a Pequation (i), assnjetties a la condition 
de passer par une courbe donne'e et d'admettre en chaque point 
de cette courbe un plan tangent determine. 

Si Ton se deplace le long de cette courbe, x, y, z, p^ q sont 
des fonctions connuesd'un parametre variable et la differentiation 
nous donne les relations 



flfo = p dx-^ q dy ; 
dp rdx-rs dy, 



( dq = s dx -r t dy. 

Les deux equations (3) ne nous permettent pas de determiner 
les valeurs des trois derives r, s, t au point considere de la 
courbe; mais, si Ton en tire/* et t en fonction de s pour les porter 
dans Pequation (i), celle-ci prend la forme 

(4^ Ms L = o, 

ou Ton a 



M r= A(rf/> dx -- dq dy} -T- B dy*--&' dx* iCdx dy, 
( 5 i 

L = A dp dq B dp dy -t- B' dq dx -\- D dx dy. 

Par consequent, si M n'est pas nul, liquation (4) determine s 
et les equations (3) font ensuite connaitre / et t. 

Le me*me raisonnement, applique aux derivees d'ordre supe- 
rieur, nous montre que les valeurs de toutes ces derivees peuvent 
toujours ^tre de*terminees en chaque point de la courbe. On voit 
done que, si Ton suppose la fonction s developpe'e par la se*rie de 
Taylor, on aura tons les coefficients de ce de*veloppement, pourxu 
toutefois que les valeurs initiales # , y Q de x etdey se rapportent 
a un point de la courbe (C). Cauchy a consider^ ce ddveloppe- 
ment, et il a montre que, sous certaines conditions de continuile 
qu'il est inutile d'enoncer ici, il sera convergent et definira une 
integrale de liquation proposee, integrale qui satisfera aux con- 
ditions enonce"es. C'est dans ce sens que nous dirons que la con- 
dition de passer par une courbe donn6e et d'etre inscrite suivant 
cette courbe a une'd^veloppable donnee definit une integrale de 
liquation aux derivees partielles. 



EQUATION AUK DBRIVEES PARTIELLES, ETC. uG5 

710. Mais les raisonnements qui prcdent supposent essentiel- 
lement que Fequation (4) fournit pour s une valenr qui n'est ni 
infinie ni indeterminee. 

ficartons la consideration de ce qui arrive en des points isoles. 
Si M est mil en tous les points de la courbe sans que L le soit, le 
probleme propose sera evidemmcnt impossible, an moins si 1'on se 
borne aux surfaces qui n'onl pas la courbe (C) pour ligne singu- 
liere. An contraire, si M et L sont mils, Tun et Pautre, en chaque 
point de la courbe (C), il est impossible de determiner s et Ton 
reconnait de mflmc, en passant aux derivees d'ordre sup^rieur, 
que, dans chacu/i des ordres consideres successivement, une 
des derivees pent etre prise arbitrairement. 

Nous donnerons le nom de caracteristique a V assemblage 
forme par une courbe et la developpable qui la contient, toutes 
les fois que les /one dons d'ttne settle variable qui determinent 
eel assemblage satisfont aux deux conditions 

(6) M = o, L ~ o. 

Sur toute inlegrale il y a une infinite de caracteristiques. Eu 
effet, si Ton se deplace sur une integrate, on aura toujours 1'equa- 
tion (/\) comme consequence des equations (i), (2), (3), et, si Ton 
choisit pour les displacements les directions qui satisfont a Funique 
condition M = o, 1'equation (4) donncra 6galement L = o. 

Comme Foquation M = o est du second degre en -^, il y a, ea 

general, deux families distinctes de caracteristiques. On peut du 
reste separcr nettemenl ccs deux families et obtenir leurs equa- 
tions sous une forme simple en operant de la maniere suivante; 
X designant une arbitral re quelconque, on a 



o = AL -*- XM ^ (A dp H- B' dx -h X rfy)(A dq-^\^dy-^\ dx) 
( x*n- ftCX H- BB' AD) dx-dy. 

Si done on prend successivement pour \ les deux racines \\ et 
> de liquation 



(7) X^- 

on sera conduit aux deux equations 

( A dp H- B' dx H- Xi dy )( A dq -f- B dy -*- \i dx} ~ o. 
( kdp -t-B'dk-i- X 2 ^rXA^H-B^H-X 2 dx) = o, 
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qui se decomposent elles-mmes en d'autres plus simples. En 
associant convenablement les facteurs obtenus et en ajoutant I'e- 

quation evidente 

dzp dx -h q dy, 

on sera conduit aux deux systemes suivants 

/ dz p dx q dy = o, 
(8) ) A dp -- B' dx H- \ dy o, 

( A dq ~+- B dy -i- X 2 dx = o; 
Iz p dx q dy = o, 
(9) 



A a?p -r- B 7 rf# -4- X 2 dy = o, 
B dy -T- Xi fl?o? = o, 



qui deiinissent les deux families de caracteristiques. On voit que 
ces deux families seront distinctes tanl que les deux racines \ et 
\% seront inegales. 

7H. En resume, le probleme qui consiste a determiner une in- 
tegrale de Tequation (i) tang-ente suivant une courbe donnee (C) 
a une developpable donnee (A ) est, en general, pleinement deter- 
mine et admet une solution unique a moins que Fassemblage 
forme par la courbe (C) et la developpable (A) qui la contient ne 
satisfasse aux equations (6) ou a 1'un des systemes (8), (9). 

On peut evidemment presenter ce resultat sous une autre forme 
en disant que les caracteristiques sont les seules courbes suivant 
lesquelles deux integrales differentes puissent ^tre tangentes ou 
osculatrices. Ainsi : 

Si deux integrales de I' equation (i) sont tangentes suivant 
une courbe, cette courbe est une caracteristique ; en lid adjoi- 
gnant les plans tangents, on obtient un assemblage qui satis 'fait 
aux equations (6) ou a Vun des systemes (8), (9). 

II resulte egalement des remarques precedentes que, si une sur- 
face quelconque est engendree par des caracteristiques, c'est- 
a-dire s'il est possible de trouver sur cette surface une famille de 
courbes se succedant suivant une loi continue et qui, associees 
aux plans tangents, satisfassent chacune aux Equations (8) ou 
(9), ou, ce qui est la mme chose, aux Equations (6), cette sur- 
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face donne une integrate de 1'equation (i). En effet, on pent tou- 
jours remonter de 1'equation (6) a 1'equatioix (4), puis, en rem- 
plagant dp et dq par leurs valeurs, a 1'equation (i). Cette Equation 
sera verifiee en tous les points par lesquels passera une caracte- 
ristique, c'est-a-dire dans toute l^tendue de la surface. 

712. Bien que ce qui concerne I'int^gration de 1'equation atix 
derives partielles soit etranger an snjet que nous voulons etudier 
plus loin, nons aliens en dire quelques mots pour montrer avec 
quelle facilite les resultats connus se deduisent des considerations 
precdentes. 

Supposons que Tun des systmes (8) et (9'), le syst&me (8) par 
exemple, pr^sente une combinaison integrable 



a?-4- X t dy) 

+ u) a (A dq 4- B dy -T- X 2 dx) = dy. 

Nous allons montrer que toutes les integrates de V equation 

du premier ordre 

cp = const., 

satisferont a V equation proposee. En effel, pour toute intgrale I 
de 1'equation preccidentc, les trois equations (8) se reduiront a 
deux. II sera done possible de satisfaire a ces deux equations en 
prenant des valeurs convenables pour les rapports de dx, dy, dz 
et, par suite, de determiner, sur I'intiSgraLe I, une famille de 
courbes pour lesquelles auront lieu les trois equations (8). 

La surface 1, contcnant une famille de caracteristiques, sera 
n^cessairement une integrate de 1'equation proposee. Cette con- 
clusion ne pourrait souflrir d 7 exception que si, pour 1'int^grale I, 
un au moins des facteurs co se presentait sous une forme indeter- 
min^e. 

Inversement, si toutes les solutions de 1'equation 



(10) <p(tfr' 5 / ? 7) = const. 

sont des int^grales dc 1'cSquation (i), Tun des deux systemes (8) et 
(9) admettra la combinaison intigrable rf<p. En effet, les caracte- 
ristiques de 1'equation (10) sont defmics par le systeme 



~d *" "" dco 

JL JL -i- 
dp dq dx 
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Comme on sait qu'il existe une infinite d'integrales de liqua- 
tion (10), et par consequent de 1'eqnation (i), qui sont tangentes 
les unes aux autres suivant chacune de ces caracteristiques, on 
voit que les valeurs de dx, dy, dp, . . - lirees des Equations pre- 
cedentes devront satisfaire a Tun des systemes (8) et (g). On a 
ainsi pour <3 Tun ou Pautre des deux systemes 

do do\ do do 

-^ -i-z? T 4 - )+B'-i -H), lT i = o, 

dx * dz] dp dq 

/ do do \ do dv 

(->--f-? 1 -r- B ~ -H- X a T 1 = o ; 
\c)y *tej dq "dp 



- ---r -- -- S 

r ' ds) dp dq 

i t '-) i 4 

do\ dv . do 

' 



---~--~' 1 . 

dy * ds j dq dp 

Supposons, par exemple, que le premier soit verifie. Si nous 
ajoutons les equations (9) apres les avoir multipliees respective- 

ly en t par 

do i do i do 

55' A Jp^ ~RJq* 
nous aurons 

do do do /^,^? * to . d\ dx 

-f-ds~*r -rdp-+- ji- ^g-f-(B'~ 4-X lT i- Ap~ ) -r- 
ds dp r dq J \ dp dq 1 dz J A 

do ^ do do\ dv 

-i- -4-X,^ -A<7 T ' ) S- =o 

<Jgr - c/5 y d-s/ A 

on, en tenant compte des equations (12), 

do = o. 

La proposition que nous avions en vue est done etablie : les 
equations (9) admettent la combinaison integrable cfo] et Ton 
verra de me*me que, si la fonction cp satisfait aux Equations (i3), 
la combinaison integrable rf'f est fournie par le systeme(S). 

713. Ce premier point etant etabli, arrivons au cas ou Pun des 
systemes (8) et (9) admet deux combinaisons integrables du : dv. 
Alors il admettra aussi la combinaison integrable 

du cp'(p) dv = d[u v(v)], 
ou o designe une fonction arbitraire; et, par suite, tontes les so- 



EQUATION AUX DERIVJSES PARTIELLES, ETC. 

lutionsde 1'equation 

(r4) w 



appartiendront a la proposee (i). L'equation precedente est d'ail- 
leurs equivalente a la proposee; car, si Ton limine la fonction <p 
entre 1'equation et ses deux premieres derivees, on esfc conduit a 
1'equation du second ordre 



qui ne differe de la proposee que par un facteur (* ). Ce facteur ne 
peut tre nul, infini, ou indetermine, qne pour certaines solutions 
exceptionnelles; et, tant qu'il ne sera pas nul, Fequation (14,) 
sera quivalente a la proposee. 

R^ciproquement, si liquation du second ordre doit admettre 
une integrate premiere de la forme (i4), il resulte des raisonne- 
ments du numero precedent que les trois fonctions 



doivent chacune satisfaire a Fun des deux systemes (12), fi3). 
Mais, comme deux d'entre elles appartiennent an meme systeme, 
il en sera n^cessairement de meme de la troisieme, qui est une 
fonction des deux autres. Ainsi, pour trouver, si cela est pos- 
sible, les integrates intennediaires de la forme (i4)> ilfaudra 
rechercher si Vun des systemes (12) ou (i3) admet deux solu- 
tions distinctes. 

Le probleme qui consiste a reconnaitre si deux equations li- 
neaires tellcs que les equations (12) ou (i3) admettent une ou 
plusieurs solutions distinctes est un de ceux que Ton sait le mieux 
r^soudre aujourd'hui. On peut done ddduiredes propositions pre- 
cedentes une methode r^guli^re de recherche des integrates inter- 
mediaires de 1'equation proposee et, plus generalement, de toutes 
les Equations du premier ordre dont les diflerentes solutions ap- 
partiennent a la proposee. 



(') On le vtirific aisement en tenant compte des Equations (12) ou (i3) 
auxquelles satisfont ^ la fois les fonctions u et v. Un calcul facile donne 

du dv du dv 



, 
0(x,y) 
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714. Les indications precedentes, quelque incompletes qu'elles 
soient, raettent en evidence le role des caracteristiques dans la 
recherche des integrates de 1'equation proposee. On pourrait les 
developper et en tirerune theorie complete de 1'equation (i); nous 
nous conlenlerons ici de trailer quelques applications; mais aupa- 
ravant il iinporte de remarquer que les equations (6) ne peuvent 
e'tre remplacees par un des systemes (8) ou (9) que si A est diflfe"- 
rent de ze"ro. Considerons, par exemple, le sjsteme (8). Lorsque A 
est nul, les deux dernieres equations se re'duisent a une seule. 
Pour eviter cet inconvenient nous remarquerons que, dans le cas 
general, on peut deduire des equations (8) les deux suivantes 

{ B dp \i dq -h D dx = o, 
( B' dq X 2 dp H- D dy = o, 

par Felimination soit de dx, soil de dy. Le systeme des equa- 
tions (8) et (8) 7 se reduira dans tous les cas a trois equations 
distinctes. En ajoutant de meme aux equations (9) les deux sui- 
vantes 

j B dp A 2 dq -h D dx = o. 
(9 } ( B' dq *! dp -r- D dy = o, 

on n'eprouvera aucune difficult^ dans les applications. 

Considerons d'abord 1'equation bien connue des surfaces deve- 
loppables 

rt $ 2 = o. 

On a ici 



Les equations (8) se r^duisent aux suivantes 

dz jo dx q dy o, dp = o, dq = o, 
qui presentent trois combinaisons integrables 

dp, dq, d(zpx-qy}. 

On aura done les deux integrales du premier ordre 



Si Ton differentie la derniere equation, il restera 
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En supprimant dp, on a bien les trois equations qui definissent 
une surface developpable. 

Prenons maintenant Tequation 

q-r zpqs -4-/> 2 = 0. 

lei encore, les deux valeurs de X sont egales et les equations 
diffe'rentielles de la caracteristique sont 

dz p dx q dy = o, 



q dp p dq = o. 
Elles admettent les trois combinaisons integrables 

ds Q, d-=o, 
On aura done 



et, par consequent, s sera determine par Tequation 

y + vo(s)~ty(js). 

Dans Tun et Fautre des exemples pre'ce'dents, Tequation en X a 
ses deux racines e'gales, et Jes equations differ en ti ell es de la carac- 
t^ristique admettent trois combinaisons integrables. La coinci- 
dence n'est pas fortuite, et Ton pent demontrer que, si 1'un des 
systemes (8) ou (9) admet trois combinaisons int^grables, on a 
necessairement X< = X 2 ( ' ). 

715. Considerons encore Fequation 

(l-h^7 2 )j? pqt-o, 
qui de'finit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des 



( * ) Voir, en particulier, notre Menwire sur les solutions singulieres des equa- 
tions aux derivees partielles du premier ordre ( Memoires preserves par divers 
savants a I'Academie des Sciences, t. XXVII). Dans ce travail, nous donnons, 
aprs M. Lie, le moyen de former toutes les Equations de la forme (i) pour 
lesquelles 1'un des systemes (8) et (9) admet trois combinaisons inte"grables et 
qui peuvent 6tre regardees, par suite, comme ayant deux mte*grales interm6diaires 
du premier ordre. 
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plans paralleles au plan desyz sont des lignes de conrbure. On a 



Les deux systemes de caraeteristiques sont definis par les equa- 

tions 

dzpdx--qdy o, dz p dx q dy o, 

dx o, pqdx-t-(i-r-q*)dy o, 

(l ~- q*~ ) dp pq dq = 0, (l -r q* ) dq = o, 

qui conduisent respectivement aux deux integrales intermediaires 
suivantes 



Tirons-en les valeurs de p el de j', pour les porter dans J'equa- 

tion 

dz r= p dx ~- q dy. 
Nous trouverons 



doc ~- q 6'( ^)^ <7 2 ^ (7^ dq : 
ce qui peut s'ecrire 



\/i -i- q* 
En integrant, on aura done 



L'equation precedente, joipte a celles du systeme (16), donnera 
Pintegrale complete de la proposee. Mais on peut obtenir une 
forme plus elegante. Effectuons la substitution definie par les for- 
mules 



d'ou Ton deduit 



L'equation (17) et la seconde des equations (16) nous condui- 
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ront au systeme des deux suivantes 

j 

( / 1 *** ^ A / 

( "Trifsi""' 4 " (a)=0j 

entre lesquelles il faudra eliminer a. La seconde s'obtient en pre- 
nant la d^rivee de la premiere par rapport a a. 

La premiere integrale intermediaire (16) exprime que les plans 
des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant. 

716. fitudions enfin 1'equation 

rt S--T- a* o, 

que Ton rencontre dans la theorie mecanique de la chaleur. On 
a ici 

Le systeme (8) devient le suivant 

dz -= p dx -f- q dy, dp 4- a dy = o, dq a dx = o. 

II admet deux combinaisons integrables evidentes p -h ay et 
q Q.X) d'ou I'oii deduira une integrale intermediaire en ecrivant 
que p 4- ay est une fonction de q ax. On pourra done poser, 
en introduisant une variable auxiliaire a, 

p -h ay = aa, 
(19) ^ 

La systeme (9) conduirait de meme aux deux equations 

(20) 

qui, jointes aux precedentes, nous donnent 



ax = 
a^ = a , 



Ces valeui^s permettent de former la different elle de 5; on a 



ads == ap dx -^aq dy 

D. III. 18 
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On deduit de la, en integrant, 



La solution est ainsi completement determinee; on peut la 
debarrasser de tout signe de quadrature en remplacant les sym- 
boles cs et i par des derive'es o' et <]/. On trouve ainsi 

/ a * = 4/(P)--oW 



II suffira d'eliininer a eL (3 entre les trois premieres equations 
pour obtenir 1' expression de z en fonction de x et dejx. 

717. Dans les deux derniers exeniples que nous venons d' exa- 
miner, on peut obtenir une confirmation des re'sultats que nous 
avons signales relativement aux caracteristiques, en e*tudiant, a 
Faide des formules qui donnent I'integrale generale, ce que nous 
pouvons appeler le problems de Cauchy, c'est-a-dire la determi- 
nation de la surface qui satisfait a 1'equation aux de'rive'es par- 
tielles, passe par une courbe donnee et admet en chaque point de 
cette courbe un plan tangent donne. Pour plus de simplicite, nous 
nous contenterons d'examiner a ce point de vue Tequation qui a 
ete int^gree dans le numero precedent. 

Soit(C) la courbe par laquelle doit passer Tint^grale. Comme 
/?, q sont donnes pour chaque point de cette courbe, il re'sulte des 
formules (19) et (20) qu'en chacun de ces points on connaitra a, 
fl, o(a), A(^). Si, comme il arrive ge'ne'ralement, a et (3 ne con- 
servent pas la m^me valeur en tous les points de la courbe, on 
connaitra, par cela meme, les fonctions cp(oc), ^((3) pour toutes 
les valeurs de Targument; et, par suite, Finte'grale cherch^e sera 
completement determinee. 

Mais il y a des cas d'exception. Nous laisserons au lecteur le 
soin de les etudier tous et nous nous contenterons de faire re- 
marquer que, si la courbe (C) est une caracte'ristique; si Ton a, 
parexemple, en chacun de ses points, 

p^-ay G, q ax = G', 
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C et C' etant deux constantes, la fonction <p(cc) ne sera plus deter- 
minee que pour une valeur de 1'argument. D'apres les formules (19), 

G' C 

il suffira qu'elle ait la valeur pour la valeur - de Fargument. 

L'integrale satisfaisant aux conditions proposes contiendra alors- 
dans son expression une fonction <p(a) qui sera presque entiere- 
ment arbitraire, puisqu'elle sera assujettie a 1'unique condition 
d'avoir une valeur donnee pour une valeur particuliere de Far- 
gument. Quant a la fonction ^(|3), elle se determinera comme 
dans le cas general. 

718. Dans le cas ou Tun ou Fautre des systemes (8), (9) ne 
presente pas deux combinaisons integrables, on ne connaissait 
aucune methode perinettant d'obtenir 1'int^gration de 1'equation 
aux derivees partielles proposee. Dans un travail deja ancien (*), 
j'en ai propose tme, qui va plus loin que celle de Monge et qui 
permet d'obtenir Fintegration dans une infinite de cas nouveaux, 
L'exposition de cette methode nous enjrainerait loin de notre 
sujet; je me contenterai d'avoir donne une definition precise des 
caracteristiques, definition que nous allons employer dans Tetude 
de Fequation aux derivees partielles des surfaces applicables sur 
une surface donne'e. 

Repi'cnons, pour cela, la methode developpe"e au n 706; , 6, 
c e"tant les cosinus des angles que font les axes du triedre mobile 
avec Taxe des x du triedre fixe, c'est-a-dire avec une droite fixe 
quelconque de Fespace, on a 

dx 



. rtx 
(23) 

/ db db 

cp = ar + j lt , c Pi = a ri +^ 

(24) da , da 

*i' K = br i-to> 

et Fequation aux derivees partielles s'obtient en portant ces valeurs 
de/?, q,p\, q\ dans la relation 

dr dri 



( l ) Sur les equations aux derivees partielles (Annales de I'Ecole Normale, 
i re s^rie, t. VII, p. i63; 1870). 
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Supposons, pour la commodite du langage, que Ton connaisse 
deja nne surface ('S) admettant Felement lineaire donne. Le pro- 
blems de Cauchv peut s'enoncer ici de la maniere suivante : 

Etant donnee une courbe (F), tracee sur (S), determiner 
une f auction %, qui prenne, ainsi que ses deux derivees pre- 
mieres, desvaleurs donnees a Vavance en chaque point de (F), 
ces fonctions devant evidemment satisfaire, quand on se deplacera 
sur(F), a la relation 

7 dx , dx , 



qui determine, par exemple, ~ lorsqu'on se donne x et 

II resulte des formules (28) que a et b auront des valeurs con- 
nues en chaque point de la courbe (F). II sera done possible de 
calculer les diflferentielles da, db relatives a un deplacement 
s'efFectuant sur cette conrbe. Or on a 



I da 7 i du dv\ f du dv\ 

-~ =^r- 7 --r-r 1 -- r c ( ? -7- ~ ^i -f~ ' 
} ds \ ds dsj \ J as 2 ds j 

db f du dv\ f du dv\ 

-7- = c ( pj- -r-pi-j- a(r -j ^7*1-7- 
ds \^ ds ^ l ds/ \ ds ds / 



Comme la rotation r -^ -f- r^ -j- depend exclusivenient de Tele- 

ment lineaire, oa voit qu'il sera possible de calculer, en chaque 
point de (F), les rotations 

_ du dv ~ du dv 

P = p -- -H/)J -=- , Q q-^q 
* ds r ds * ds J ch 

relatives a un deplacement sur cette courbe. 

Or, si Ton sereporle auxformules du Tableau II [II, p. 383 ] ? on 
reconnait immediatement que la connaissance des quantites pre- 
cedentes permet de calculer, en chaque point de (F), la courbure 
normale, la courbure geodesique et la torsion de cette conrbe. On 
pourra evidemment exprimer la courbure et la torsion en fonction 
de Tare de (F); et Ton sait que ces expressions determinent d'une 
maniere complete la forme de la courbe. 

Re"ciproquement, supposons que Ton se donne la transformee (D) 
de (F). Ajoutons, pour pr^ciser, que Ton a marque sur (D) le 
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point B qui correspond a un point A de (F); alors le point M' de 
(D) qui correspond a un point quelconque M de (F) sera deter- 
mine* par la condition que Fare BM' de (D ) soit egal a Fare AM de 
(F). Comme on connait, en tous les points de (D), la courbnre et 
la torsion, les formules des Tableaux I et II nous permettront de 
calculer, pour chaque point de cette courbe, Fangle to que fait sa 
tangente avec Paxe des x du triedre (T), ainsi que Fangle zn que 
fait la norm ale a la surface avec leplan osculateur (*) de la courbe. 
La determination de ces deux angles permet videmment de cal- 
culer sans ambiguite les neuf cosinus directeurs qui feront con- 
naitre la position du triedre (T) par rapport aux axes fixes lorsque 
(F) sera venue coi'ncider avec (D), et, en particulier, les cosinus 
a et b. On pourra done deduire des formules (28) les valeurs de 

-pj y- ? en cliaque point de (D),*ce qui nous ramenera Fenonce" 

prioiitif. 

Le probleme que nous nous sommes propose* pent done, dans 
tous les cas, tre enonce sous la forme suivante : 

Etant donnee une surf ace (S), la deformer de tellemaniere 
qu'une courbe (F) trac&e sur celte surface viemie co'incider 
avec une courbe (D), donnee dans Vespace ( 2 ). 

II sera susceptible d'une solution determin^e tant que la 
courbe (F) ne satisfera pas, en vertu des conditions posdes, a la 
premiere des equations diff<rentielles (5) des caracteristiques; 
et, par suite, F^tucle de ses cas d'impossibilite et d'indtermi- 



(*) L'anglc n loutefois ne sera reel que si la courbure - en chaque point M' 

de (D) est superiettre a la courbure ge'ode'sique de (T) au point correbpon- 

PST 
dant M. Cela r^sulte immcdiatement de 1'equation 6vidente 

sintrr __ i 

"T"l^' 

Ajoutons que Tangle w, 6tant diilermind par son sinus, pourra prendre deux 
valeurs supplementaires Tune de 1'autre; ce qui conduira a deux solutions dis- 
lincles du probleme que nous avons en vue. 

( a ) Le cas particulier oil (D) est une droile ne pr^scnte pas de difficult^ par- 
ticuliere et ne met pas en defaut nos conclusions; mais, pour plus de nettete", 
nous I'gcarLerons en laissant au lecteur le soin de le traiter. 
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nation nous fera connaitre ces caract&istiques. Nous aliens le 
trailer directement, en choisissant les variables les plus simples. 

719. Rapportons les points de la surface a un systenie de coor- 
donnees rectangulaires tel que la courbe (F) devienne une des 
courbes coordonnees et soit represcntee par liquation 



= 0, 



ce qui est evidemment toujours possible. 

On aura, en adoptant les notations du Tableau IV [IT, p. 385], 

da? dx ~, 

(a8) --.=Aa, -=C6. 

Une fois connas a et 6, les relations 

da , db 

(20) = brcq, = cp ar, 

1 y; tin 1 ^ du ' 

relatives a un deplacement sur la courbe (F), feront connaitre p 
et q. La relation, empruntee au Tableau IV, 



(30) 

fera ensuite connaitre q\ ; et enfin 1'equation (26) donnera p t 
pourvu que q ne soit pas nulle. Une fois connues les .rotations 
p, q : p\ t q\ pour cnaque point de la courbe (r), lesformules (24), 
donnantles derivees premieres des cosinus a et 6, feront connaitre 
par cela m6me les derivees secondes de x pour chaqiie point de la 
courbe (F). II resulte en effet des formules (28) que les derivees 
secondes de x s'expriment en fonction de a, b et de leurs drive"es 
premieres. 

Le probleme propose*, qui equivaut, nous 1'avons vu, a la deter- 
mination des derivees secondes de x en chaque point de (F), ne 
peut done devenir impossible ou indetermine' que dans le cas ou les 
conditions proposees donneraient pour q une valeur ntille. Or il 
suffit de se reporter a la formule (4) du Tableau IV pour recon- 
naitre qu'alors la courbe (F) deviendrait une ligne asyniplotique. 
II est done etabli de nouveau que les caracteristiques de V equa- 
tion aux derivees partielles a laquelle satisfait x sont les 
lignes asymptotiques, et nous pouvons enoncer le th^oreme sui- 
vant : 
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On pent toujoursdeformer une surface (S) de telle maniere 
qu'une courbe (F), tracee sur elle et donnee a I'avance, vienne 
coincider avec une courbe (D)rfe Vespace, a moins que la con- 
dition ainsi proposee n'entratne cette consequence que (D) se- 
rait, apres la deformation, une ligne asymptotique de la sur- 
face. 

On donnera plus de precision la derniere partie de Fenonce 
en la transformant de la maniere suivante. Soil M le point de (F) 
qui devra coi'ncider avec tin point quelconque M ; de (D). Si la 
courbure de la courbe (D) en M7est constamment egale a la cour- 
bure geodesique de (F) au point correspondant M, 'le mouvement 
de deformation qui amenerait (F) a comcider avec (D) ferait de 
cette courbe (D) une ligne asymptotique de la surface deforrnee, 
puisque la courbure geodesique de cette ligne serait, en chaque 
point, gale a sa courbure absolue. Nous obtenons done la propo- 
sition suivante : 

On peut toujours defonner la surf ace (S) de telle maniere 
quune de ses courbes (F) vienne coincider avec une courbe 
quelconque de Vespace (D), pourvu que la courbure en chaque 
point de (D) ne soit pas egale a la courbure geodesique de (F) 
au point correspondant. 

720'. II ne nous resto plus qu'a distinguer les cas ou le probleme 
sera impossible de ceux ou il sera indetermine'. C'est ce que Ton 
peut faire de la maniere Suivante. 

Lorsque les equations (29) nous donneront pour q une valeur 
nulle, Fequalion (a5), qui faisait connattre p^ se reduira, en 
chaque point de (F), a celle-ci 

dr dri 



qui devient, si Ton lien I compte de 1'equation (3o), 

dr dr 



Si celte relation est verifiee en chaque point de la courbe (D), 
le probleme sera inde"lermine; sinon ilsera impossible. Or, si Ton 
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emploie les formules des Tableaux II et IV, on peut remplacer 
P equation precedente par la suivante 



ou T designe le rayon de torsion de la courbe (D) et ou R et R/ 
sont les ravons de courbure principaux de la surface. Nous pou- 
vons done enoncer le resultat suivant : 

Le probleme propose sera indetcrmine si la torsion en chaque 
point de (D) est egale a l/^? ^ designant la courbure de 

(S) ait point correspondent de (F). // sera impossible dans le 
cas contraire (*). 

Nous retrouvons ici une propriete des lignes asymplotiques que 
nous devons a M. Enneper et qui a et^ deja demontree an n>12. 
Elle se relie, on le voit, de la maniere la plus etroite a la pro- 
position f on darn en tale que nous etudions maintenant, et d'apres 
laquelle les lignes asymptotiques sont les caracteristiques de li- 
quation aux d^rivees partielles dont depend le probleme de la 
deformation d'une surface. 

721. Pour eclaircir les considerations pre"ce"dentes, nous allons 
etudier quelques applications particulieres. 

Etant donnee une surface (S) et une courbe (F), tracee sur 
cette surface, peut-on deformer la surface sans deformer la 
courbe? 

La reponse est tres simple : la deformation est impossible si 
la courbe (F) n'est pas une asymptotique; elle est possible d'une 
infinite de manieres dans le cas contraire. C'est la une remar- 
quable propriete des lignes asymptotiques. 

Peut-on deformer la surface (S) de telle maniere gu'une de 
ses courbes (F) de^ienne une asymptotique de la surface de- 
formee? 

( J ) Quand nous disons que le probleme est indetermin, nous entendons par 
li que les coefficients des series par lesquelles la surface serait definie demeurent, 
en partie, arbitraires, sans que la convergence de ces series soit e"tablie. 

Au reste, dans tons les cas oft Ton peut efiecluer 1'integration, on reconnait 
que 1'indetermination exisie rtSellement. 
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La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (r) sera plei- 
nement determine^e par les propositions prec^dentes, puisqu'on 
connaitra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera 
egale a la courbure geodesique de (F) au point correspondant, et 
la torsion, qui sera egale a la courbure totale de la surface en ce 
mme point de (F). Ges deux quantites seront, par suite, des 
fonctions donnees de Tare s, et leur determination permettra de 
construire la conrbe (D). Mais, bien que Ton connaisse cette courbe, 
le probleme propose sera indetermine : il y aura une infinite de 
deformations de (S) pour lesquelles (F) co'mcidera avec (D). 

Etant donnee une courbe (D) et une developpable (A) cir- 
conscrite a (D), est-il possible de deformer une surface^) 
de telle inaniere gu'elte vienne passer par (D) et soit tangente 
ct (A) en tons les points de 



Ge probleme est tout a fait different des precedents; car on 
n'indique nullemenl. la courbe de (S) qui doit venir coi'ncider 
avec (D). On peut le resoudre de la maniere suivante. 

Supposons d'abord que la developpable (A) ne soit pas 1'en- 
veloppe des plans osculateurs de (D). Si le probleme est possible, 
(D) ne sera pas une asymptotique de la surface deformee. Cher- 
chons la courbe (F) de (S) qui viendra coi'ncider avec (D). Soit 
M 7 le point de (F) qui viendra en un point quelconque M de (D). 
Comme on connait, au point M, la courbure de (D) et Tangle 
que fait le plan osculateur de cette courbe avec le plan tangent 
de la developpable (A), qui doit devenir le plan tangent de la 
surface deform^e, on connaitra, par cela meme, la courbure geode*- 
sique qu'aura (D) en M et par suite (F) en M'. Ainsi la courbure 

ge'ode'sique pourra tre exprime'e en fonction de 1'arc. Soit 



la relation ainsi obtenue. On en deduit ais6ment une equation 
du troisieme ordre a laquelle devra satisfaire la courbe cherchee 
(F). R^ciproquement, d'apres ce que nous avons vu plus haut, 
toute courbe intdgrale de cette equation fournira une solution du 
probl&me propose. 

Si, au contraire, la developpable (A) est Tenveloppe des plans 
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osculateurs de (D), le probleme ne sera possible que sous cer- 
taines conditions. En eflfet, au point M de (D), la torsion est 
connue, c'est une certaine fonction de Fare. On a 



D'autre part, si le probleme est possible, (D) sera evidemment 
une asymptotique de la surface deformee, et 1'on aura necessaire- 
ment 

T = v /:r RR', 

^si etantla courbure totale de la surface au point M de (D) ou, 
RH 

ce qui est la meTne chose, au point M' de (F). On devra done 
avoir 

(33) RR' = -<!/(*), 

et cette relation, qui conduit a une equation du premier ordre 
pour la courbe (F) 3 devra avoir au moins une integrale particu- 
liere commune avec Fequation (3a). On va voirqu'il resulte de la 
une condition pour la courbe (D). 

Different! on s, en prenant 9 cornme variable independante, trois 
fois Fequation (33) et une fois Fequation (3,2), apres y avoir rem- 
place la courbure geodesique par son expression en fonction des 
coordonnees w, 9. Nous obtiendrons ainsi un systeme de six Equa- 
tions dont les premiers membres seront des fonctions connues de 

u, v, -T-? -^-2? ~d~3' ^'elimination de ces cinq quaritites conduira, 
en general, a une seule relation de la forme 

*( ? , ', 41, ^, ^, ^) = o 
on encore 



p, T, s designant le rayon de courbnre, le rayon de torsion et 
Fare de la courbe (D). On forme ainsi une equation difierentielle 
a laquelle cette courbe devra satisfaire. En d'autres termes, la re- 
lation prec^dente devra tre v^rifiee par toutes les asymptotiques 
des surfaces resultant de la deformation de (S). 

Cette equation se simplifie d'ailleurs dans certains cas sp^ciaux. 
Sila courbure totale de la surface donnee est constante et egale a 
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-i, on devra avoir simplement 



Ainsi la courbe (D) devra avoir sa torsion constante. 

Supposons, par example, que Ton prenne pour (D) une helice 
trac^e sur un cylindre de revolution. Les courbes de la surface qui 
pourront s'appliquer sur cette helice, tout en devenant des lignes 
asymptotiques, sont, evidemment, les cercles g^odesiques dont la 
courbure geod^sique est egale a la courbure de 1'helice (*). 

722. Puisque les asymptotiques sont les caracteristiques de 
1'equation aux derivees partielles que nous etudions, il est naturel 
d'introduire la consideration de ces lignes et de chercher quelles 
sont les equations aux derives partielles qui les determinent, lors- 
qu'on connait seulement Fel^ment lineaire de la surface. Nous 
allons commencer par resoudre le probleme suivant : 

L'&Ument lineaire d'une surface etant donne sous la forme 



quelles relations doit-il y avoir entre E, F, G pour que les 
lignes coordonnees sclent les asymptotiques de Vune des sur- 
faces resultant de la deformation de laproposee? 

Reportons-nous a Tequation (5) du Tableau I [IT, p. 38a]. En 
exprimant que les coefficients de du~ et de dv- sont nuls dans 
1'equation diflerentielle des asymptotiques, nous aurons 



ces deux conditions nous permettent de poser 



(') En terminant ce sujet, nous nous empressons de signaler le Memoire sui- 
vant : 

WEINGARTEN (J.) ? Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren 
Fldche (Journal de Crelle, t. C, p. 296; 1886), 

ou se trouvent etudie'es, par des m^thodes toutes diffe'rentes, les questions ana- 
logues a celles que nous venons d'examiner. 

La proposition fondamentale d'apres laquelle les asymptotiques sont les carac- 
t^ristiques de liquation aux derivees partielles en a; a e*t6 deja donne*e dans 
notre Gours de 1882; les autres de*veloppements donna's dans le texte remontent 
a nos Lecons de 1886. 
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Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisieme ligne 
du systeme (A) (mme Tableau), nous trouverons 

dr dri > /> > N 

X -*-(! = <>, ^-g^Wli-^i). 

Si done on designe, pour abreger, par k la quantite 



on aura 

(36) X= n=Ar, 

et les Equations (A) entre les rotations nous donneront 



On deduit de la, apres quelques reductions et en remplagant r 
et r, par leurs valeurs drees des equations (A), 






p F 

Jf*) =-= r --- (jr~- 

' du dv 



Telles sont les deux equations de condition cherchees'. 
Nous allons les ecrire de raaniere qu'elles ne contiennent que 
des invariants des parametres u et v des deux families de lignes 

asymptotiques. Si Ton conserve H pour representer y'EG F 2 , 
on a 



Jci U(JT Jp w(jr 

**^v, -i,, - jp -^- g- ^ ^ |j * d? ~ H~* dw IF 
et de la on deduit, par un calcul facile, 
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D'autre part, on a aussi 



Ces relations permettent de donner a la seconde equation (38) 
la forme definitive 



(89) A(P, AH) aA 2 HA(M, p) = 



qui ne contient plus que des invariants. Par raison de symetrie, la 
premiere des equations (38) prendra la forme analogue 



Si maintenant, pour revenir a nos notations habituelles, nous 
designons par u et v des coordonnees curvilignes quelconques et 
par a et (3 les parametrcs des deux families de lignes asymptoti- 
ques de la surface, nous voyons que ces parametres a et p devront 
satisfaire aux deux equations simultanees du second ordre 



A(a, A3)-2A 2 (3A(a, p) = 0(P, log*) 6(6, 
A(S, Aa)-2A 2 aA(a, p) = 0(a, log/c) 0(a, 



La premiere est lineaire par rapport aux derive"es de a, la se- 
conde par rapport a celles de p. En eliminant, soit a, soil (3, on 
sera conduit a unc Equation du troisieme ordre a laquelle satisfera 
t la fonction que 1'on conserve, llserait facile de former et d'ecrire, 
a 1'aide des invariants, cette Equation du troisieme ordre; mais 
nous laisserons ce point a etudier au lecteur. 

723. Les calculs precedents conduisent a plusieurs consequences 
sur lesquelles il convient d'insister. 

En premier lieu, nous voyons que, si Ton donne, en m^me 
temps que Telement lineaire d'une surface, ses lignes asympto- 
tiques des deux systemes, la surface est pleinement determinee. 
En eflfet, si Ton prend ces deux families d'asymptotiques pour 
lignes coordonnees, les calculs du n 722 nous montrent que Ton 
connaitra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La 
forme de la surface sera done entierement connue (n 484). 
Comme on peut prendre un double signe pour la valeur de , on 
obtiendra en r^alite deux surfaces, symetriques Tune de Pautre. 
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Nous pouvons done enoncer le theoreme suivant, etabli en premier 
lieu par M. 0. Bonnet : 

Si deux surfaces sont applicable, Vune sur Vautre de telle 
maniere que toutes les lignes asymptotiques de Vune corres- 
pondent aux lignes asyrnptotiques de Vautre, les deux surfaces 
sont eg ales ou symetriques. 

Mais on pent completer cette proposition, en supposant que 
Ton connaisse une seule famille de lignes asjmptotiques. Par 
exemple, dans les Equations (4i), on connaitra a, dont 1'expression 
sera donnee en fonction de u et de 9. II est aise de voir que Ton 
pourra determiner (3. 

En effet, substituons dans la seconde des equations (4 1) la valeur 
de a; elle prend la forme 

?**?= 

OU 09 

Par suite, si M et N ne sont pas nuls en me*me temps, on ob- 
tiendra la seconde famille d'asymptotiques en integrant liquation 

du premier ordre 

N du M dv o, 

ou M et N ne dependent que de Ferment line'aire et de 1'expres- 
sion de a. Par consequent, la connaissance d'une des families 
de lignes asyrnptotiques entrainera celle de Vautre. 

Examinons maintenant le cas d'exception ou M et N seraient 
nuls en meme temps. Alors la seconde des equations (4i) sera v6- 
rifiee identiquement quand on y remplacera a par son expression 
donnee; en d'autres termes, elle aura lieu quelle que soit la fonc- 
tion p. En particulier, remplacons-y p par a, il viendra 

A(, Aa) ^ 



Or cette equation exprime, nous Tavons vu (n 676), que les 
courbes de parametre a sont des ge'odesiqnes. Gomme elles sont 
deja des asymptotiques, elles ne peuvent tre que des droites; et 
notre cas d'exception se trouve ainsi de*fini : il ne pent avoir lieu 
que pour des surfaces re*glees et pour la famille d ? asymptotiques 
constitute parleurs generatrices rectilignes. En resume, on obtient 
le resultat suivant : 
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Deux surfaces applicables rune sur I'autre sont egales ou 
symetriques lorsque les lignes asymptotiques de Tun des sys- 
temes dans line des surfaces ont pour transformees des lignes 
asymptotiques (formant necessairement un seul systeme) dans 
Vautre surface, a moins que les surfaces ne soient reglees et 
que les asymptotiques qui se correspondent ne soient les gene- 
ratrices rectilignes. 

Cette proposition, qui est due a M. 0. Bonnet ( * ), r^sulte imme- 
diatement de ce que la connaissance d'une des families asympto- 
liques entraine celle de Tautre. Dans le Chapitre suivant, nous 
6tudierons d'une maniere sp^ciaie la propriete qui se presente ici 
pour les surfaces gauches. Nous nous contenterons, pour le mo- 
ment, de remarquer que, reciproquement, si la surface est gauche 
et si a est leparametre des generatrices rectilignes, la seconde des 
equations (40 sera verifi6e identiquement quand on y remplacera 
[3 par une fonction quelconque. En effet, cette equation est verifiee 
quand on y remplace (3 par a en vertu mme de Tequation (4s)? & 
laquelle satisfait le param^tre a 5 elle 1'est encore quand on y rem- 
place [3 par le parametre de la seconde famille de lignes asympto- 
tiques; comme elle peut se ramener a la forme 

Bif +N?-o, 

du dv 

elle ne peut admettre deux integrates distinctes sans se reduire a 
une identity. 

724. On deduit de cette remarque une demonstration tres 
simple de la proposition de M. Bonnet, deja etablie au Chapitre II 
[p. a3g]. 

Si deux surfaces gaudies (S 4 ) et (S 2 ) sont applicables Vune 
sur Vautre, les generatrices rectilignes se correspondent sur les 
deux surfaces, a moins qu'elles ne soient, Vune et Vautre, 
applicables sur une surface du second degre (S) de telle ma- 
niere que les generatrices rectilignes de (S { ) et de (S 2 ) corres- 
pondent aux deux systemes differents de droites de (S). 

(') Journal de I'ficole Poly technique, XLII" 'Cahier, p. 44- 
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En effet, supposons les deux surfaces rapportees au me'ine 
systeme de coordonnees, et soienta, (3 les parametres des deux 
families de generatrices rectilignes de (S,) et de (S 2 ). D'apres la 
remarque precedente, [3 etant le parametre des generatrices rec- 
tilignes de (So), Fequation 



A(a', Ap)-a 

sera une identite, c'est-a-dire qu'elle sera verifiee quelle que soit 
la fonction a'. Pour la me'ine raison, liquation 

A(3', Aa)-aA a aA(p f ,a) = e(a,log*)e(a, ') 

aura lieu pour toutes les fonctions $'. Remplacons, dans la pre- 
miere, ct! par a et, dans la seconde, ji' par [3 : nous retrouverons 
les deux equations (4 1 )- ^ r ces equations expriment que a et j3 
sont les parametres des ahymptotiques d'une surface admettant 
Telement lineaire donne. II y a done une surface (S) applicable sur 
les deux surfaces reglees et admettant pour asymptotiques les 
courbes de parametres a et p. Mais, comme toutes ces courbes 
correspondent a des droites de (S^ ou de (So), elles sont geode*- 
siques et, par consequent, ne peuvent devenir asymptotiques sans 
se re*duire a des droites. La surface (S) est done doublement 
regime; et ainsi se trouve completement demontree la proposition 
que nous avions en vue. 

72o. On peut introduire d ; une maniere toute differente la con- 
sideration des lignes asymptotiques. 

Soient u et 9 les coordonnees curvilignes d'un point de la sur- 
face, a et p les parametres des deux families d'asymptotiques. Au 
lien de chercher les expressions de a et de ^ en u et p, proposons- 
nous de determiner u et p, consideVees cornme fonctions des deux 
parametres a et p. 

Pour cela, nous remarquerons que, si Ton conserve toutes les 
notations du Tableau I [II, p. 38a], Tequation differentielle (4) 
des lignes asymptotiques peut tre remplacee par le systeme des 
deux suivantes 
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ou X de*signe une inconnue auxiliaire. Si, pour la determiner, on 
e"limine -^ entre les deux equations precedentes, on est conduit, 

en tenant compte d'une des equations du Tableau (A), a li- 
quation 



qpi = o, 
qui nous donne 

(44) X2=: K^ = /c2 ' *==*=* 

Ainsi X est un invariant dont on connait la valeur. En prenant 
successivement les deux signes, on est conduit successivement aux 
deux systemes 

du dp 



j du do , f du dp\ 

I q -- h q j A /) 3- -f- 'rji T 
\ ' da 2 da \ ' da da/ 

I du dv 

^s 

U ; du do . / dii do 



quipermettront, par exemple, de calculer /?, q,pii q { . En portant 
les valeurs obtenues dans le systeme (A), on aura les equations 
aux de'rive'es partielles qui d^terminent u et v , consid^r^es comme 
fonctions de a et de p. 

Le calcul est beaucoup abrcgi si Ton e*crit, par exemple, la pre- 
miere de ces relations sons Ja forme, qu'il est aise* de verifier, 

du dv\ d f du dv\ f du dv\ / du dv 



du dv\ I du dv 



En remplagant/?^ h/>< ^-> p-^ -\-p\ ^ > par leurs valeurs 



^ < ^-> -^ 
deduites des formules (45), on trouvera 



dwdw/dX? , \ dprWdX t , \ 

2 1 -- v5 T- 2 AT) r ) -h 2 -r- TO ( "T 11 A7 ll ^1 

da dp \du ' J da dp \ dp a 1 J 

/du dp dw dp\ /dX$ dXJ t , , \ 

+ 1 T- TS'-i-'^S T- I -T^ + -T 111 A7ir t ATjjr =0. 

\da dp dp da/ \ dp dw ' l a / 

D. III. 19 
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Cette relation peut mme se decomposer en deux autres, a cause 
de Findetermination des translations , TI, ,, Y^ qui sont assu- 
jelties seulement aux trois conditions 



En annulant successivement et ^ et remplagant les trois autres 
translations par leurs valeurs deduites des equations precedentes, 
on obtiendra ces deux equations aux derives partielles 



(46) 



' H 9 ~ u ?ff f^ / ip v i0 % K Q. dE p^F dE 

.1 ^Q J^ ^O I ^^ ^^ ^^ ^^ 

du dp dw dp\ / dlog r dE d( 



d* dvf r dV r dG ^dG\ 

T" 3o( 2 ^^ -- ^^ -- ^TT^l^ ) 

da dp \ dp dw dp / ' 



. d2p d^ dp / ^dlogA- ^dG _,dF _,dG 

2H* -3- 5 4- T- TQ ( a HS , 6 ^-E^ -- 2 F -T- -+- F -r- 

da dp da dp \ dv dv dv da 

du dP dad^W dlogA- dG dE 
te d? + dp d^J^ H "^T" H " E d^- F d? 
dudu/ dF dE dE 



Elles sont, on le reconnaitra ais^ment, necessaires et suffisantes ; 
de sorte qu'il suffirait de les integrer pour obtenir les deux families 
d'asymptotiques, par suite les six rotations (n 722) et la surface 
elle-meme. 

726. Pour indiquer au moins une application, supposons que 
Telement lin^aire soit donn par la formule 



(47) ds^ 

ou a ; A, c designent des constantes. On aura ici 
E = i, F = o, G = au*+afta + c, k = 



G 

Les deux Equations en u et 9 deviendront 

du du, -^ dG dp dp _ 
da dp~~2 du d5 dp =0? 
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La seconde s'int&gre imm<diatement et admet deux solutions 
dislinctes 



qui peuvent etre remplacees par les suivantes 



sans que la general! te soit diminu<e. 

La premiere solution 9 = a fait <videmment connailre les sur- 
faces r6g\6es admettant Foment Knaire donn. La seconde, 



nous conduit pour u a liquation 

_ dlogG du da i dG __ 
diT~ 5a 5p """ a 5w ^ O< 

Prenons, par exemple, 

G = w; 
on trouvera, en posant 

(49) w=e, 

que to doit satisfaire a 1'equation 



On sait int^grer cette equation (*); mais nous ne poursuivrons 
pas ici les calculs, que nous retrouverons plus loin et qui con- 
duisent a la determination de toutes les surfaces applicables sur 
les d<$velopp6es des surfaces minima, 

(*) Son intcgrale est d^tcrmintSe par la formule 



oil A et B designcnl des fonctions arbitraires de a et de p respectivement. Elle 
a e*t6 donn^e, en premier lieu, par M. Liouville, qui 1'a de"duite de la remarque 
suivante : liquation aux d^rivdes partielles (5o) exprime que la surface dont 
re"16ment line'airc a pour expression 



a sa courbure constante ct e"gale ^ i. 
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Si la constante a n'est pas nulle, on pourra ramener G a la 
forme 



et, en posant 

(52) z* = tang~, 

on reconnaitra que co doit salisfaire a Fequation 

2 
(53) 



La valeur (5i) de G convient a Falysse*ide et a 1'helicoide mini- 
mum (n os 66 et 68). C'est done de 1'integration de liquation 
precedente que depend la determination des surfaces non r^glees 
qui sont applicables sur ces surfaces. Nous retrouverons plus loin 
ce resultat. 
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CHAPITRE VI. 

DEFORMATION DKS SURFACES GAUCHES. 

Element lineaire dcs surfaces gaudies. Surfaces dont les ge*ne*ra trices vont 
rencontrer le cercle de 1'infini. Surfaces qui admettent un plan directeur 
tangent au cercle dc 1'infini. Determination complete de toutes les surfaces 
gauches admettant un element lineaire donne. Diffe'rents problemes re- 
latifs a ces surfaces. Autre methode fondee sur Temploi des formules de 
M. Codazzi. Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux 
lignes de courburc. Proprie'tcs de la ligne de striction. Surfaces rgglees 
applicables sur Ics surfaces dc Evolution. II y a, dans ce cas, une relation 
line'airc entre les deux courburcs dc la ligne de striction. 



727. Dans le Chapitre precedent, nous avons ete conduits, par 
la discussion de diflerentes propositions, a consider d'une ma- 
niere speciale le cas ou une surface reglee se deforme sans que 
ses generatrices cessent d'etre rectilignes. Cette deformation par- 
ticuliere des surfaces regimes, dont ) 'etude vient se presenter ici, 
me"rite que nous nous y arretions assez longuement et que nous 
signalions les r6sultats interessants obtenus sur ce snjet par diffe'- 
rents geometres. 

Etant donn6e une surface re"gle"e (R), tragons sur cette surface 
une courbe (C) assujettie a I'unique condition de rencontrer 
toutes les generatrices rectilignes. Par un point M de la surface, 
on peut mener la generatrice rectiligne; elle ira couper la courbe 
(C) en un point M'. Soient p une variable propre a determiner la 
position de M 7 sur la courbe (C) et u une quantite e"gale ou pro- 
portionnelle a la longueur de M 7 M ou de sa projection sur un 
plan quelconque. Les variables u et 9 d^finiront la position de M 
sur la surface ct, si x,y, z d6signent les coordonnees rectangu- 
laires de ce point, on pourra ecrire 



(i) x 

a\, a$, a 3 ; b^ b%, 6 3 d(5signant des fonctions quelconques de 
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Posons 

A = a f ? + a' -4- a' 3 2 , D = a b \ -+- a z b \ -t- a z b'% , 

(2) Bsa'i&i-ha'jj&i-i-ai&i, E = a\ -+- a\ -h a^ 
G= ^ 2 -h fc' 2 2 4- b'*, 

On trouvera 

(3) ^ 2 = E du*+- (E'H- 2D)dwdf> + (Aw^ 2 Bz* -f- C) dv*. 



Cette formule va nous permettre d'indiquer la classification des 
surfaces r^glees, tant imaginaires que reelles. 
Si Ton a d'abord 

E = a\ -4- a\ +- a\ = o, 

toutes les generatrices rectilignes vont rencontrer le cercle de 
Finfini; elles forment une des families de longueur nulle de la 
surface. Cette premiere classe de surfaces reglees, toutes imagi- 
naires si Ton excepte la sphere, comprend comme un genre spe- 
cial les developpables d&inies au n H6 [I, p. i48, note]. 

Si nous ecartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons 
supposer que u est la longueur MM', prise avec son signe, et que 
Ton a 



(4) 
La formule (3) se simplifie alors et devient 

(5) ^ 2 =^24-2D^Zi^P-)-(AM2-4-2BM-i-G)^ 2 . 

Nous avons deja remarque au n 67 que Ton peut, par une 
simple quadrature et en remplagant u par u! A) do, faire dis- 

paraitre le terme en du'dv et determiner ainsi les trajectoires 
orthogonales des generatrices. Nous pourrons done, dans la suite, 
supposer D egal a zero; mais, pour rendre les applications plus 
commodes, nous n'introduirons pas cette hypoth^se d'une ma- 
ni^re generate. 

Si la surface est reelle ainsi que ses generatrices, la fonction A, 
somme de trois carr^s, n'est pas nulle; mais on reconnait ais6- 
ment qu'ellele devient pour les surfaces qui ont unplan directeur 
tangent au cercle de Finfini, et pour celles-la seulement. Dans ce 
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cas, Moment lineaire est reducible a la forme 
ds* 



Une seule des surfaces correspondantes est r^elle : c'est le pa- 
raboloide de revolution. Si 1'on prend Tequation de cette surface 
sous la forme 

el si Ton pose 

iy = 

iy -s 



UD calcul facile doune, poui^ lament lineaire, Texpression 



au n 



G92. 



728. Si Von cearle les deux series de surfaces exceptionnelles 
que nous vonons do signaler et pour lesquelles il n'y a ni ligne 
destruction /// point central sur chaque generatrice, I'&ement 
lineaire pourra loujours tlirc r<5dinl alg6briquementalaforme(5), 
danslaquelle A sera difierenl de zero. Nous bornant a cette hypo- 
thfese special t, qui con vie nt d'ailleurs a toutes les surfaces dont 
les ggjorratriccs sonL reelles, nous allons montrer en premier lieu 
qu'il existe une infinite <lc surfaces gauches admettant cet element 
lineaire quo Ton supposera donne a priori. Au reste, la m^thode 
tr^s 6lementaire quo nous allons suivre s'appliquerait presque 
sans modification uux deux cas speciaux que nous laissons de 



\ / 

Joignons liquation (4) aux quatre premieres equations (2) : 
nousformcrons ainsi un sj'steme de cinq Equations ou les fonctions 



(*) Le premier autcur qui uit t:tudi<i la question dont nous nous occupons ici 
est MINDINO. Voir, en particuUcr, lc Mc^moire Ueber die Biegung gewisser 
Flachen, ins6r6 en iH38 au toiuo XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet, 
Bour, BeHrami ct d'autrcs gomctrcs ont repris cette e*tude dans des Me*moires 
que nous citerons plus loin. 
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A, B, C, D seront connues, mais ou figureront six fonctions incon- 
nues a { , a^ a*\ b { , 6 2 , 3 - On peut prendre arbitrairement une 
de ces fonctions ; et Ton reconnait ainsi immedialement qu'il y a 
une infinite de surfaces gaudies admettant V element lineaire 
donne (5). 

Les fonctions a^ a*, # 3 , prises isolement, doivent satisfaire aux 
deux Equations 



dont la resolution n'offre aucune difficult^. On prendra, par 
exemple, #2 =/(<); la premiere equation donnera a 3 en fonc- 
tion de a^ et la seconde ddterminera a { en fonction de 9 par une 
quadrature. 

a { , #2, # 3 sont les cosinus directeurs de la generatrice recti- 
ligne; on peut les regarder comme les coordonnees rectangulaires 
d r un point situ sur la sphere de rayon i. La resolution des equa- 
tions precedentes ^quivaut done au probleme snivant : 

Determiner une courbe spherique dont Varc soil une fonc- 
donnee de v. 



II est clair que cette courbe peut tre tracee arbitrairement sur 
la sphere. En d'autres ternaes, le cdne directeur de la surface 
riest jusqu'ici assujetti a aucune condition. 

Consid^rons done a 4 , a%, a$ comme connus. Alors les trois 
Equations non employees 



b'* -f- b'* + b' 

feront connaitre b^ 6 2 , b%. On les rsoudra comme il suit. 

Prenons comme inconnue auxiliaire le determinant fonctionnel 



(8) H 

si nous 1'elevons au carr6, nous trouverons, en tenant compte 



a\ 

b\ 
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des equations (6) et (7), 

D 
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(9) 



r o 
o A 
DB 



= AC B 2 AD*, 



ce qui donnera la valeur de H. Alors Inequation (8) pourra etre 
jointe aux deux premieres du systeme (7) et, en resolvant ces 
equations du premier deg re, on trouvera 



(10) 



b\ 



T> TT 

ja'i-H j 

B H 

ja's-H j- 

T> TT 

-- 



de sorte qtie 6 { , Z> 2 , 3 s'obtiendront par de simples quadratures. 
Les formules precedentes appellent plusieurs remarques. 

729. D'abord il re*sulte des propositions etablies au Ghapitre 
precedent qu ; en laissant de cdte* le cas special, dont Texamen 
n'offre d'ailleurs aucune difficulte, ou Tel^ment lin^aire convien- 
drait a une surface du second degre", les formules (10) donnent 
bien toutes les surfaces reglees admettant V element lineaire 
donne. 

En second lieu, le cone directeur de la surface pourra 3tre 
choisi arbitrairement. En effet, soient donnas a\, <7 2 , a% en fonc- 
tion d'une variable t, satisfaisant a la premiere equation (6), La 
seconde nous donnera une, equation de la forme 



qui fera connaitre t par une quadrature. II y aura une infinite' de 
solutions distinctes, a moins que le c6ne directeur ne soit de revo- 
lution ou ne se re'duise a un plan. 

Quelques considerations geometriques expliqueront assez bien 
le re'sultat pr^cddent. Tragons sur une surface regime (R) des g^- 
ne>atrices rectilignes infiniment voisines (flf<), (^2)1 (^3)1 > 
considerons comme rigides les parties de la surface comprises 
entreles generatrices consecutives (<a?/_0, (rf/) ? naais en admettant 
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que, des deux parties separees par une generatrice (rf/), Tune 
puisse tourner, tout d'une piece, autotir de (d t ) comme charniere 
sans entrainer 1'autre. Soil, d'autre part, (C) un c6ne donne et 
soit (8 1 ) une de ses generatrices, choisie arbitrairement. Par un 
mouvement d'ensemble de la surface gauche, amenons (d { ), a tre 
parailele a (8,). Faisons ensuite tourner toute la partie de la sur- 
face situee du meme c6l6 que (d a ) P ar rapport a (d<), jusqu'a ce 
que (d ) devienne parailele a une des generatrices du c6ne (C), 
etsoit (3 2 ) cette generatrice. Recommengant de mme ponr (rf a ), 
on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est 
du cote de (rf s ), amener cette droite (rf s ) a devenir parailele a 
une generatrice (3 3 ) de (C); et ainsi de suite. La nouvelle forme 
ainsi obtenuede la surface gauche dtpendra, en general, du choix 
de la gdneratrice initiale (j) qui n'est assujetti a aucune con- 
dition. 

730. Les formulas (10) pr^tent encore a une remarqne tres 
int^ressante, qui a ete signalee rapidement par M. Beltrami (*), 
mais sur laquelle il convient d'insister. Elles contiennent une 
quantit^ H dont le carr6 seul est d^fini par Fequation (9) et qui, 
par suite, peut etre prise avec un double signe. 

II existe done toujours deux surfaces regUes applicable^ 
V une sur Vautre et dans lesquelles les generatrices correspon- 
dantes sont paralleled et de m&me sens. 

Considerons, par exemple, Thyperboloide de revolution defini 
par Tequation 



On peut prendre ici 



u 
A* 



(*) BELTRAMI (E.), Sulla flessione delle superftcie frigate (Annali di Mate- 
matica pura ed applicata, pubblicati da B. Tortolini, t. VII, p. io5; i865). 
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On trouvera 

# 2 a* 

ds* = du*-^ 2 du dv -+- ~ ( w 2 -t- A 2 } dv*. 

On a done ici 

D = ~j A=^? B = o, G = o; 

et, par suite, la surface qui est applicable sur Thyperboloide avec 
paralleiisme des generatrices sera definie par les formules 

oo u a? c 2 . 

= -r cost> H smp, 

a A a " ' 



r u . eft c 2 

= smt> 



. 

smt> -- ^ - - COSP, 
A ' 



C'est une surface helicoide dans laquelle une helice correspond 
au cercle de gorge de 1'hyperboloide. 

Apres cette application particuliere, revenons a la proposition 
gnerale et proposons-nons de rechercher si les deux surfaces 
dans lesquelles les generatrices correspondantes sont paralleles 
peuvent se deduire 1'une de 1'autre par une deformation con- 
tinue. Pour repondre a cette question, il est n^cessaire de rap- 
peler quelques proprietes elementaires des surfaces gauches. 

Remarquons d'abord que, d'apr^s la seconde des formules (6), 
\Jh.dv sera I'angle des deux generatrices infmiment voisines de 
param&tres 9 et 9 +- dv. 

D'apr^s cela, supposons que, dans 1'expression (5) de <& 2 , on 
laisse v et dv constants, mais que Ton fasse varier u et du] on 
aura la distance de deux points infmiment voisius, pris respecti- 
vement sur les generatrices de param^tres 9 et 9 -\- dv. Or cette 
distance devient la plus petite possible lorsqu'on a 

B 

du = D dV) u = -r-; 

TT 

et elle est egale alors a dv. Done, si Ton designe par (i dv la 

V/A 

plus courte distance des deux generatrices (9) et (p-f-dfo), on a 
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De plus, le pied de cette plus courle distance, ou le point cen- 
tral, correspond a la valeur de u definie par 1'equation 



( 1 5 ) u = -- 

A 



Et enfin, d'apres unepropriete connue des surfaces gauches (*), 
le parametre de distribution, qui est egal a [3 dv divis6 par Tangle 
des generatrices infiniment voisines, aura pour valeur 

(16) m = -|L=i5. 

/A A 

II y a lieu ici de faire une remarque essentielle. 

731. Si Telement linaire seul est donne, 1'expression de TJ 
contient un radical et, par suite, le signe de TET ne pent etre d6ter- 
mine. Mais il n'en est plus de mme lorsque la surface est definie 
par des equations de la forme (i). Alors, en remplagant H et A par 



(') Pour plus de clarte, nous aliens rapporter ici la demonstration bien connue 
qui donne 1'e'Ie'ment lineaire et les proprie"tes elementaires des surfaces gauches. 
Soient (fig. 78) AA', BB' deux generatrices infiniment voisines dont les para- 
Fig. 7 3. 




metres seront v et v -H dv. Si AB est la plus courte distance de ces deux gene*- 
ratrices, la valeur principale de AB sera 

AB = p dv, 

p etant une certaine fonction de ^. Menons par A une parallele AC a BB' et, par 
le point M de BB', menons MP, perpendiculaire & AC, et MQ, perpendiculaire 
a AA'. Le triangle MPQ etant rectangle, nous avons 

() PQ = MP tango, MQ a = MP 9 -h PQ, 

9 designant 1'angle QMP. D'autre part, le triangle APQ rectangle en Q nous 
donne, en negligeant les infiniment petits d'ordre superieur 

PQ = AQ rfff, 



DEFORMATION DBS SURFACES GAUCHES. 3oi 

leurs valeurs dans liquation (16), on trouve 



\ b\ b\ 

de sorte que le signe du second membre reste a determiner. Pour 
cela, conformement a une methode bien connue, pla^ons-nous 
dans une hypoth&se particuliere efc supposons que la g&ieratrice 
consider<5e vienne coincider avec Faxe des z. On aura alors 



#3=1, 



Le plan tangent a la surface gauche, en un point de Taxe des 
aura ponr equation 



Si Ton veut que Torigine soit \epoint central et le plan des xz 
leplan central, il faudra que Ton ait 

b\ = o, a\ = o, 



c?<r 6tant Tangle des deux generatrices AA.' et BB'. Si Ton d^signe par a et a les 
distances de Q et dc A au point oil une trajectoire orthogonale fixe coupe AA', 

on a 

AQ = u a, 

et, par suite, les formulas (a) nous donncnt 

(b) tangcp= (^lA y , MQ a =p a ^M-(z-a) 3 ^ a . 

Or MQ peut. etre regard^ corame etant e*gal a Tare, compris entre AA 7 et BB', de 
la trajectoire des generatrices passant en M. On aura done pour I'e'le'ment li- 
ne" aire la formulc 

d# = du? 

et, si Ton a choisi 9 dc tellc maniere que da soit egal a dv, 

(C) ds* = du?-*r [p a 4- (M <x) a ]rfp a . 

D'autrc part, 9 est 6videmincnt Tangle que fait le plan tangent en M avec le 
plan tangent en B au point central; et, par suite, la premiere des equations (b) 
nous donne le theoreme de M. Ghasles, exprim<3 par la formule 

u - a , p dv 

(d) tang?^---, ou ^^-r' 



Ce sont les resultals que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus 
loin la formule (c), oil Ton connalt la signification ge*ometriquc de tous les termes. 
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equations auxquelles on pent joindre la suivante 

a' 3 = o, 

obtenue en differential la relation identique entre les trois co- 
sinus. D'apres cela, Fequation du plan tangent deviendra 



et le paramelre de distribution sera 



En comparant a la valeur gen^rale de rn, on voit qu'il faut 

prendre 

a* 



11 suit de eette determination precise du signe de EJ (*) que les 
deux surfaces gauches signalees plus haut, qui sont applicables 
1'une sur 1'autre avec paralielisme des generatrices homologues, 
par cela seul qu'elles correspondent a des valeurs de H egales et 
de signes contraires, ont leurs param&tres de distribution egaux 
et de signes contraires pour deux generatrices homolognes. Or il 
est clair que, si Ton d6foraie, d'une maniere continue, une surface 
regime, on ne change pas le signe du param&tre de distribution. 
Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables 1'une sur I'autre, 
on ne peut, en general, passer de Tune 1'autre par une defor- 
mation continue. C'est la le fait que nous voulions mettre hors de 
doute. 

Ajoutons cette propriety : Quand deux points correspondants 
decriventsurles deux surfaces des generatrices parallles, les plans 
tangents tournent toujours du rn^me angle, mais dans des sens 



(*) II est tres facile de comprendre pourquoi le parainStre de distribution a 
un signe. Fixons un sens sur une ge"neratrice rectiligne; quand le point se depla- 
cera dans ce sens, le plan tangent tournera autour de la droite dans le sens des 
rotations positives ou dans le sens oppose*. Dans le premier cas, le parametre de 
distribution est positif, il est ne"gatif dans le second. Le signe ainsi e*tabli ne 
depend pas du sens que Ton a fixe* sur la ge*neratricc. 
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opposes. Us sont paralleles pour les points cenlraux et pour les 
points a I'infini. 

732. Les formulas que nous avons donnees permettent de re- 
soudre ou d'aborder quelques questions inte'ressantes que nous 
allons indiquer rapidement. 

Peut-on dSformer une surface reglee de telle maniere que 
Vune de ses courbes deviejine plane? 

Nous pouvons evidemment supposer que cette courbe corres- 
ponde a 1'hypothese u = o. Admettons, d'autre part, que le plan 
dans lequel elle sera situe*e ait e*te" choisi pour plan des yz. On 

devra avoir 

b\ = o, 
c'est-a-dire 

AD ai + B a\ +- U(a%a' z a 3 #' 2 ) = o. 



Mais, d'apres les Equations (6), on peut ecrire 



a| )(a' 2 2 



Liquation du probleme devient done 
(18) ADai-f-Bai=5 H /A(i a\ ) a'f 



et ne contient plus que 1'inconnue a\ ; a 2 et a 3 se d^termineront 
ensuite par la premiere equation (6) jointe a la suivante 

' 3 aia'i y/Afi a\ } a'? 
- - 



qui donnera par une quadrature. Tout se ramene done (') a 

Fint^gration de liquation diff^rentielle. 

On peut inte'grer dans le cas ou la courbe donne"e est une tra- 
jectoire orthogonale des generatrices; car alors on a D = o, et 



BELTRAMI (E.)> Mtooire cit6 plus haul, p. 119. 
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Tequation pent s'ecrire 

Une simple quadrature fera connaitre a\ (*). 

733. Peut-on de former une surface re glee de telte maniere 
qu'une de, ses lignes devienne droite? 

Cette ligne devra, e*videmment, etre geodesique; il faut done 
trouver une condition correspondante. 

Admettons toujours que la ligne donn^e corresponde a 1'hypo- 
lliese u = o et prenons pour axe des z la droite dans laquelle elle 
se transformera. On devra avoir cette fois 

b\ b' 2 o, 
et, par suite, les equations (7) nous donneront 

On en deduit 

3- v a- j--> 4 - -j=, 

et de la resulte la condition aniioncee 

^/C ~~ V/w ' 
Gonnaissant # 3 . on aura #< et a* par les deux Equations 

a\ ~}~ a\ = i a\ , a'f -f- a'J = A a'. 2 , 
quise resolvent, on le reconnait aisement, par une quadrature; car 

( J ) Dans le cas general, 1'equation appartient au type suivant 
My J -t- 2N,7JK'-h Py* i, 

ou M, N, P sont des fonctions de x. On peut la ramener a Tune des formes sui- 
vantes 

y' = a -\~ by -h- cy 2 -i- dy* 9 
a, b, c, d etant des fonctions de x. 
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